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Список обозначений

Физические величины Размерность

A вектор-потенциал [Tл·м]
B магнитная индукция [Tл]
Bp полоидальная компонента поля B [Tл]
BJ поле на границе «круглой» плазмы µ0J/(2πb) [Тл]
BK

⊥ величина вертикального магнитного поля [Тл]
Bq величина квадрупольного магнитного поля [Тл]
βp полоидальная бета 2µ0p/B

2
J —

γ инкремент неустойчивости [с−1]
E напряжённость электрического поля [В/м]
I полный полоидальный ток [A]
i поверхностная плотность тока [А/м]
im амплитуда m-й собственной моды тока [А/м]
j плотность тока [А/м2]
J полный тороидальный ток [A]
L коэффициент индукции [Гн]
ℓi внутренняя индуктивность плазмы B2

p/B
2
J —

p давление [Па]
ρm массовая плотность [кг/м3]
σ проводимость стенки вакуумной камеры [См/м]
t время [с]
τw резистивное время стенки µ0σbwdw [с]
τVDE характерное время развития VDE [с]
τm время затухания m-й моды тока в стенке [с]
v скорость плазмы [м/с]
ψ полоидальный поток магнитного поля [Тл·м2]
ψJ нормировочный поток µ0JRpl [Тл·м2]

Геометрические величины

a малый радиус магнитной поверхности
b малый радиус плазмы
bw малый радиус стенки
cb фокальное расстояние границы плазмы b

√
K2

b − 1

cw фокальное расстояние сечения стенки bw
√
K2

w − 1

D якобиан отображения (r, z) → (a, θ)
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Геометрические величины

dw толщина стенки
d(a) градиент вытянутости магнитной поверхности aK ′/2K

Δ(a) шафрановское смещение магнитной поверхности
Δb радиальное смещение границы плазмы Rpl −Rw

ew эксцентриситет сечения стенки
√
1− 1/K2

w

er радиальный орт ∇r
eζ тороидальный орт r∇ζ
ez вертикальный орт ∇z
ϵb отношение (K2

b − 1)/(K2
b + 1)

εw обратное аспектное отношение bw/Rw

η отношение b(Kb + 1)/(a(K + 1))

η̃ отношение η(Kb − 1)/(Kb + 1)

K(a) вытянутость магнитной поверхности
Kb вытянутость плазмы K(b)

Kw вытянутость стенки
κ(aw) вытянутость координатной поверхности aw = const
ℓ длина дуги полоидального сечения стенки Sw

npl внешняя нормаль к тороидальной поверхности плазмы
nw внешняя нормаль к тороидальной поверхности стенки
ξ вертикальное смещение плазмы
Pw полная длина полоидального сечения стенки Sw

R большой радиус тороидальной поверхности
r радиус-вектор точки наблюдения
rv переменная интегрирования
s комплексная координата x+ iz
τ полоидальный касательный вектор eζ×n

x локальная координата R− r

ω комплексная переменная µ+ iθ

Системы координат

(a, θ) поверхностные магнитные координаты плазмы
(aw, ϑ) поверхностные конформные координаты стенки
(l, α) полярные координаты, связанные с центром плазмы
(ρ, u) полярные координаты, связанные с центром стенки
(µ, θ) эллиптические координаты, связанные с центром плазмы
(ν, ϑ) эллиптические координаты, связанные с центром стенки
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Системы координат

(r, ζ, z) цилиндрические координаты
(x, z) декартовы координаты в поперечном сечении плазмы

Математические обозначения и операторы

δ(r) дельта-функция Дирака
K(k) полный эллиптический интеграл первого рода
E(k) полный эллиптический интеграл второго рода
G(r; rv) функция Грина оператора Грэда–Шафранова
G0(r; rv) цилиндрическое приближение функции Грина
i мнимая единица
L[...] преобразование Лапласа
H(r) функция Хевисайда
Re, Im действительная и мнимая части
Res
s0
f(s) вычет функции f(s) в точке s = s0

Xm(ℓ) m-я собственная мода тока в стенке
Δ⊥ 2-мерный оператор Лапласа ∂2x + ∂2z
Δ∗ оператор Грэда–Шафранова r2div(∇/r2)
Индексы

b boundary (граница плазмы a = b)
ec external coils (внешние полоидальные катушки)
ext external (внешние источники)
in inside Spl (внутри плазмы)
out outside Spl (вне плазмы)
pl plasma (плазма)
s source (источник: плазма + внешние обмотки)
v volume (объём интегрирования)
w wall (стенка вакуумной камеры)

Cокращения

МГД магнитная гидродинамика
CQ Current Quench (срыв тока)
RWM Resistive Wall Mode
TQ Thermal Quench (тепловой срыв)
VDE Vertical Displacement Event
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Введение

Актуальность темы исследования

За последние полвека в исследованиях на токамаках был достигнут суще-
ственный прогресс, позволивший вплотную подойти к области термоядерного
зажигания плазмы. Значительную роль в этом сыграл переход к некруглым
конфигурациям, в которых сечение плазменного шнура растянуто по вертика-
ли (вдоль главной оси тора). Благодаря увеличенной длине границы по сравне-
нию с окружностью, вытянутая плазма позволяет работать при более высоких
βp [1–3], а также снизить поток примесей в центр за счёт замыкания внешней
магнитной поверхности на полоидальный дивертор. Такая конфигурация ха-
рактерна для всех современных токамаков, включая ИТЭР [4–7], а в нашей
стране она представлена на установках Глобус-М2 [8, 9], Т-15МД [10,11] и пла-
нируется на ТРТ [12]. Значения вытянутости плазмы Kb, определенной как
отношение большой и малой полуосей её сечения, для разных токамаков приве-
дены на Табл. 1. Там же указаны большой радиус плазменного шнура Rpl, его
малый радиус b и аспектное отношение A = Rpl/b.

Для создания вытянутой конфигурации в токамаке используется внешнее
квадрупольное магнитное поле. В положении равновесия сила его взаимодей-
ствия с током плазмы скомпенсирована силой собственного стягивания шнура,
однако при смещении плазмы вверх или вниз их баланс нарушается, и результи-
рующая сила увеличивает смещение. Поэтому вертикальное положение некруг-
лой плазмы без внешней стабилизации неустойчиво, а неконтролируемое разви-
тие этой неустойчивости называется Vertical Displacement Event (VDE) [4, 6, 7].

В зависимости от сценария выделяют две разновидности VDE. Если вер-
тикальная неустойчивость развивается при удержании плазмы с рабочими зна-
чениями тока и давления, говорят о «горячем» VDE [4,6,7,34–41]. Это наиболее
опасный сценарий, поскольку вынос такой плазмы на стенку гарантированно
ведёт к срыву с выбросом запасённой в разряде магнитной и тепловой энер-
гии на конструкционные элементы токамака1. Если же VDE начинается после

1При соответствующих токамаку ИТЭР параметрах плазмы T = 15 кэВ, n ∼ 1020 м−3 и её объёме V = 830м3 [5] тепловую

энергию можно оценить в WT ∼ 230МДж, а энергия магнитного поля тока J = 15МА составляет WB ∼ 740МДж.
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Введение

Установка Kb Rpl, м b, м A ≡ Rpl/b Источник

Действующие

ADITYA-U ≤1.2 0.75 0.25 3 [13]

WEST ∼1.3 2.5 0.5 5 [14]

SST-1 ≤1.8 1.1 0.20 5.5 [15]

ASDEX-U ≤1.8 1.65 0.5 3.3 [16]

HL-3 ≤1.8 1.78 0.65 2.74 [17]

TCV ∼1.8 0.88 0.25 3.5 [18]

COMPASS 1.8 0.56 0.23 2.43 [19]

Т-15МД 1.7—1.9 1.48 0.67 2.2 [10,11]

JT-60SA 1.95 3.0 1.2 2.5 [20,21]

EAST 1.6—2.0 1.7 0.4 4.25 [22]

KSTAR 2.0 1.8 0.5 3.6 [23]

Глобус-М2 2.1 0.36 0.24 1.5 [8, 9]

DIII-D 1.25—2.25 1.66 0.65 2.55 [24]

Сооружаемые

DTT 1.7 2.19 0.7 3.13 [25,26]

ИТЭР 1.7—2.0 6.2 2.0 3.1 [5–7,27]

BEST 1.7—1.9 3.6 1.1 3.27 [28]

SPARC 1.75—1.97 1.85 0.57 3.24 [29]

Проектируемые

DEMO 1.59 9.1 2.9 3.14 [30]

COMPASS-U ≤1.8 0.84 0.28 3.0 [31]

ARC 1.84 3.3 1.13 2.9 [32]

ТРТ 1.85 2.15 0.57 3.77 [12]

CFETR 2.2 7.2 2.2 3.3 [33]

Недавно остановленные

Alcator C-Mod 1.6 0.68 0.22 3.1 [4]

JET 1.5—1.8 2.96 1.0 3.0 [4, 6]

Таблица 1. Характерные размеры плазмы в некоторых современных токамаках. Здесь Rpl — большой радиус

тора, b — малый радиус, Kb — вытянутость поперечного сечения плазмы, а A ≡ Rpl/b — аспектное отношение.
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Введение

теплового срыва (TQ), то вертикальное движение сопровождается срывом тока
(CQ) в уже остывшей плазме, и VDE называется «холодным» [4, 7, 39, 41–44].
При этом возможна генерация пучков релятивистских (убегающих) электронов,
способных прожечь стенку [44,45]. Из-за тесной связи со срывами, представля-
ющими главную угрозу для больших токамаков, моделирование VDE является
актуальной задачей физики плазмы.

Правильное описание VDE требуется при проектировании системы управ-
ления равновесием, интерпретации магнитных измерений, при исследовании
пределов вертикальной устойчивости плазмы и для оценки сил, возникающих в
стенке вакуумной камеры при переходных процессах. Все эти аспекты так или
иначе моделируются с помощью численных кодов, таких как CarMa0NL [46–52],
M3D-C [35,38,43,53], NIMROD [54–56], JOREK [40,41,44,45,57,58], DINA [59–63]
и TSC [36,60,64,65]. Однако в ситуации, когда нужны простые физические оцен-
ки, исходящие из первых принципов и потому легко адаптируемые к любому
токамаку, или отсутствует согласие между предсказаниями разных кодов, на-
дёжным инструментом остаётся аналитическая теория.

В существующей аналитической теории вертикальное движение плазмы
рассматривается с помощью двух моделей: т.н. «проволочной» (wire model)
[39,66–70] и цилиндрической [55,71–78]. В первой из них реальная плазма заме-
няется тонким проводом, помещённым в квадрупольное магнитное поле. Такое
представление ухватывает основной эффект — притяжение плазменного шнура
к внешним токам, уводящее его из положения равновесия при VDE. Это позво-
ляет качественно описывать динамику VDE даже в нелинейной стадии [69], в
том числе при быстром CQ [39,68]. С другой стороны, пренебрежение объёмом
плазмы не позволяет учесть ряд важных элементов, таких как форма плаз-
мы и ширина вакуумного промежутка между плазмой и стенкой, играющих
важную роль в пассивной стабилизации VDE [55,73,75–78], или профиль тока,
неоднородность которого увеличивает величину инкремента [79–81].

Равновесие объёмной тороидальной плазмы в токамаке впервые исследо-
валось ещё в 1960-е годы в работах В. Д. Шафранова (ИАЭ им. И. В. Курчато-
ва) [82–85]. Его теория разрабатывалась для плазменного шнура круглого сече-
ния с целью получения условий удержания разряда в заданном положении, а их
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Введение

учёт позволил значительно продвинуться в область высоких температур [86,87].
При этом вертикальное смещение рассматривалось лишь как слабый эффект,
связанный с небольшой вытянутостью (Kb − 1 ≪ 1) магнитных поверхностей
при учёте поправок второго порядка по b/Rpl < 1 [84, 85]. Как следствие, в
линейном приближении по тороидальности предсказывалась устойчивость рав-
новесия плазмы по вертикали [73,84,85,88–90], из-за чего в теории Шафранова
проблема VDE не обсуждалась, см. также учебники [91–96].

Эффекты конечной вытянутости плазмы Kb > 1 рассматривались анали-
тически [55,74–78,97–102] только на основе цилиндрической модели равновесия
Р. Гаевского, предложенной в 1972 году [97] в связи с началом исследования
свойств некруглой конфигурации. В ней плазма представлена прямым цилин-
дром эллиптического сечения с током, однородным по сечению. Простота вы-
числений, сравнительная компактность полученных в [97] выражений для поло-
идального магнитного поля, а также трудность его полного описания даже для
«круглой» тороидальной плазмы [85] сделали модель Гаевского [97] практиче-
ски общепринятой в статических задачах для токамаков с dJ/dt = 0 [74,98–102],
включая теорию «горячих» VDE [55, 75–78]. Тем не менее, применение подхо-
да [97] к анализу сценариев с dJ/dt ̸= 0, вроде CQ или «холодных» VDE, строго
говоря, невозможно, так как в цилиндрических подходах отсутствует уравне-
ние, необходимое для нахождения константы интегрирования задачи равнове-
сия. Эта константа несущественна при вычислении полоидального поля Bp, но
влияет на амплитуду токов индукции в стенке и, как следствие, её электромаг-
нитную реакцию на VDE [103].

Включение электромагнитной реакции вакуумной камеры (стенки) вооб-
ще является ключевым элементом при рассмотрении переходных процессов в
токамаке. В классической теории МГД-устойчивости [73, 91–96, 104–108], рас-
сматривающей быстрые возмущения равновесия, стенка всегда считалась иде-
ально проводящей, поскольку время затухания токов в ней τw ∼ 10−3 − 10−2 с
[109] на много порядков превышает характерное (альфвеновское) время инер-
ции плазмы τA ∼ 10−7 − 10−6 с [110]. Однако в связи с достижением в со-
временных токамаках длительных разрядов со временем жизни порядка или
больше τw становятся существенны эффекты резистивной диссипации энергии
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в стенке, качественно меняющие динамику плазмы. Дело в том, что по зако-
ну Ленца стенка обязана противодействовать изменению магнитного поля и,
тем самым, параметров плазмы, от которых оно зависит — сила тока, форма
и положение плазменного шнура. Это приводит к трансформации идеальных
МГД-возмущений в сравнительно медленные неустойчивости с частичной ста-
билизацией стенкой, что в сочетании с пренебрежимой массой плазмы2 позво-
ляет пренебречь инерцией в уравнении движения

ρm

[
∂v

∂t
+ (v · ∇)v

]
= −∇p+ j×B, (1)

где v — скорость, ρm и p — плотность и давление плазмы, j — плотность тока,
а B — полное магнитное поле. При этом смещение плазменного шнура как по
большому радиусу, так и по вертикали (VDE) будет развиваться за время, срав-
нимое с резистивным временем стенки τw. Такая замедленная эволюция плазмы
фактически представляет собой последовательность равновесных состояний по
аналогии с квазистатическим процессом в термодинамике.

Отметим, что теория равновесия и её методы применимы даже при мо-
делировании сценариев со срывом (TQ и CQ), когда происходит полная потеря
управления разрядом [46,47,50,58,62,63,103,111–120,126,130,131]. В таком слу-
чае все величины в уравнении силового баланса

∇p = j×B (2)

считаются функциями времени, а полное магнитное поле B(t) содержит ди-
намически изменяющееся поле токов в стенке Bw(t). Оно является важным
неизвестным и определяется путём совместного решения уравнений Максвелла
и закона Ома для токов в стенке с граничным условием на подвижной и де-
формируемой поверхности плазмы B · npl = 0, где npl — единичная внешняя
нормаль к поверхности плазмы Spl. Аналитическая реализация такого подхода
была развита в работах В. Д. Пустовитова [119,120] для покрытия сценариев с
эволюцией равновесия плазмы по большому радиусу тора при срыве, что стало
шагом от анализа Шафранова [82–85] с фиксированными параметрами разряда
к динамической задаче с CQ.

2Для оценки, DT-плазма ИТЭР объёмом 830 м3 должна весить всего около 350 мг при n ∼ 1020 м−3 [5].
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В работах [119, 120] одновременно сочетаются сразу два элемента, суще-
ственных при описании эволюции плазмы с dJ/dt ̸= 0: это тороидальность
системы и диссипация содержащейся в ней электромагнитной энергии в ре-
зистивной стенке. Включение в эту схему конечной вытянутости плазмы, как
в [55,74–78,85,97–102], позволило бы повысить точность предсказаний на основе
теории [119,120], а также охватить новый класс задач с вертикальным смещени-
ем плазмы (VDE). Соответствующее расширение теории [119,120] производится
в настоящей диссертации с целью создания аналитического подхода к описанию
эволюции равновесия, покрывающего как «горячие» VDE, так и «холодные»
VDE в сценариях с CQ. При этом возникают две связанные задачи. Первая
— это решение внешней задачи равновесия тороидальной плазмы с эллиптиче-
ским сечением [121], и вторая — выделение во внешнем удерживающем поле
вклада от токов, наводимых в стенке при изменении горизонтального и верти-
кального положения плазмы, её малого радиуса, профиля и силы тока и давле-
ния [103, 122]. Эти задачи эффективно разрешаются методом функции Грина,
развитым для приложений в теории равновесия для токамаков [103,119–121] и
стеллараторов [123–125]. Данный метод удобен тем, что сразу учитывает все
граничные условия и гарантирует правильную асимптотику решений для поло-
идального поля.

Последнее обстоятельство особенно удобно при решении динамических
задач с включением эффектов резистивной стенки, так как в рамках метода
функции Грина форма её сечения заведомо содержится в контурном интеграле,
дающем полоидальное поле наводимых в стенке токов. Это позволяет рассмат-
ривать задачи с эволюцией равновесия плазмы и VDE в наиболее реалистич-
ной постановке, учитывая геометрию стенки как независимый элемент модели.
Подобная, казалось бы, сама собой разумеющаяся универсальность ранее оста-
валась далеко за пределами возможностей существующих аналитических под-
ходов [55,73,75,76,78,92] к проблеме VDE, основывающихся на модели прямого
цилиндра [97]. Дело в том, что их неотъемлемым ограничением всегда являлось
сильное ограничение

b2(K2
b − 1) = b2w(K

2
w − 1), (3)

где b и bw — малые радиусы плазмы и стенки, а Kb и Kw — вытянутости их
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сечений. Условие (3) жёстко связывает эти параметры путём совмещения фо-
кусов эллиптических сечений плазмы и стенки, из-за чего (3) можно называть
условием конфокальности.

Впервые ограничение (3) появилось ещё в 1974 году в известной работе
Г. Лаваля, Р. Пелла и Дж. Соула [71], где оно использовалось для упрощения
расчётов интегралов энергии с граничным условием B ·nw = 0, на поверхности
идеальной стенки с единичной внешней нормалью nw. С тех пор условие (3) за-
имствовалось во многих работах [55,71–73,75–79,92], однако его применимость к
реальным токамакам никогда не обсуждалась. Достаточно сказать, что подста-
новка в (3) параметров токамака ИТЭР b = 2м, Kb = 1.7 даёт b2(K2

b −1) = 7.56

при b2w(K2
w−1) = 23.1, получающемся для bw ≃ 3.5м и Kw = 1.7 [5,6,62]. Нера-

венство в (3) будет ещё более существенным для токамаков Т-15МД [10, 126]
и ТРТ [12, 62], имеющих сильно вытянутые вакуумные камеры с Kw > Kb.
Возникает вопрос, велика ли ошибка «конфокальной» оценки инкремента γVDE

при столь серьёзном нарушении равенства в (3)? Для демонстрации величины
ошибки, возникающей при вычислениях с (3), мы находим характерное время
τVDE = 1/γVDE в «неконфокальной» конфигурации с вытянутой плазмой внут-
ри стенки круглого сечения [127]. До сих пор в аналитической теории VDE не
предпринималось попыток такого анализа из-за значительных математических
трудностей, связанных с вычислением τVDE без (3). Развитые в диссертации
аналитические методы позволяют преодолеть данные трудности и представ-
ляют основу для более реалистичной постановки задачи нахождения τVDE по
сравнению с традиционными моделями [55,71–73,75–79,92].

Помимо нахождения инкремента, необходимого для интерпретации экс-
периментальных данных и проектирования системы управления равновесием
плазмы в токамаке, актуальность исследования VDE и переходных процессов
в целом связана с проблемой оценки сопутствующих электромеханических сил,
действующих на стенку вакуумной камеры [40,41,47,49–53,128–131]. Амплиту-
да и направление сил определяются распределением и величиной тока в стен-
ке, для описания которого в численных расчётах прибегают к вычислениям
с дискретизацией стенки в стандартных подходах. В случае аксиальной сим-
метрии элементами разбиения являются кольцевые проводники или т.н. фи-
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ламенты, число которых может достигать нескольких десятков или даже со-
тен [36, 62, 111, 132] вплоть до 830 в [36]. Такое рассмотрение слишком сложно
для аналитических приложений, поэтому мы развиваем другой подход, связан-
ный с разложением тока по системе полоидальных собственных мод. Оказыва-
ется, что их явный вид, а также времена затухания, могут быть найдены ана-
литически для камеры вытянутого сечения уже упомянутым методом функции
Грина, причём с хорошей точностью ток в стенке можно описывать с помощью
всего нескольких мод [133]. Это полностью согласуется с численными расчета-
ми [111], показавшими, что для описания реакции стенки токамака на VDE с
деформацией плазмы достаточно всего трёх мод вместо многомерных векторов
тока. Подобная редукция задачи представляет интерес для приложений к ана-
литической оценки сил, действующих на стенку при срывах [128], а также для
решения различных приложений в теории равновесия и анализа устойчивости
медленных винтовых возмущений границы плазмы или Resistive Wall Modes
(RWM) [109,134–136].

Цели и задачи работы

Первой целью диссертационной работы является расширение аналитиче-
ской теории равновесия плазменного шнура в токамаке для единовременного
учёта тороидальной неоднородности магнитного поля, конечной вертикальной
вытянутости поперечного сечения плазмы, неоднородности профиля тока и ди-
намической реакции резистивной стенки вакуумной камеры на изменения па-
раметров плазмы. Такое сочетание эффектов, существенное для современных
токамаков и значительно влияющее на динамику плазмы в переходных про-
цессах, не описывается известными аналитическими моделями [55,74–78,82–85,
91, 92, 94–102]. Здесь можно говорить о существенном развитии модели путём
включения в неё новых элементов и расширения области применимости теории
равновесия.

Конечной целью работы является анализ переходных процессов в тока-
маке, включающий нахождение токов, наводимых в стенке вакуумной камеры,
и инкремента неустойчивости вертикального положения плазмы (VDE). Для
достижения этих целей в диссертации поставлены следующие задачи:

1. Обобщить алгоритм решения внешней задачи равновесия плазмы в то-
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камаке методом функции Грина к случаю вытянутой конфигурации для нахож-
дения собственного магнитного поля плазмы в вакуумном промежутке «плазма-
стенка» и внешнего удерживающего поля.

2. Выделить в выражении для внешнего удерживающего поля, необходи-
мого для равновесия вытянутой тороидальной плазмы, вклад токов, наводимых
в резистивной стенке вакуумной камеры токамака при переходных процессах.

3. Определить структуру собственных мод тороидального тока, наводи-
мого в тонкой резистивной стенке вакуумной камеры токамака с некруглым
поперечным сечением, и найти характерные времена их затухания.

4. Оценить характерное время развития вертикальной неустойчивости
плазмы в токамаке (VDE) с учётом её вытянутости и динамической реакции
резистивной стенки вакуумной камеры.

Положения, выносимые на защиту

1. Аналитический метод решения внешней задачи равновесия вытянутой
тороидальной плазмы токамака с выделением её собственного полоидального
магнитного поля в вакуумном промежутке «плазма-стенка» и внешнего удер-
живающего поля.

2. Выражение для полоидального потока магнитного поля токов, наводи-
мых в резистивной стенке вакуумной камеры токамака при изменении давле-
ния, полного тока и его профиля в вытянутой тороидальной плазме, её движе-
нии по большому радиусу тора и по вертикали (VDE).

3. Аналитическое решение задачи на собственные моды тока и характер-
ные времена их резистивного затухания в тонкой осесимметричной тороидаль-
ной вакуумной камере токамака с эллиптическим сечением (без скин-эффекта).

4. Формула для характерного времени развития неустойчивости верти-
кального положения вытянутой плазмы (VDE) в токамаке с резистивной стен-
кой вакуумной камеры круглого сечения.

Научная новизна работы

1. Выражения для магнитного поля вне плазмы впервые получены с од-
новременным учётом трёх элементов: тороидальности плазмы, сильной вытя-
нутости её сечения Kb > 1 и пространственной неоднородности вытянутости
магнитных поверхностей вблизи границы db = aK ′(a)/(2K)|a=b при произволь-
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ном распределении тока.
2. Магнитное поле токов, наводимых в резистивной стенке токамака при

переходных процессах, впервые вычислено аналитически с учётом вытянутости
плазмы Kb и стенки Kw, горизонтального и вертикального смещений плазмы
относительно центра вакуумной камеры, а также эволюции тока и давления
плазмы.

3. Задача на собственные моды тока и характерные времена их затухания
в тонкой резистивной стенке впервые решена аналитически с одновременным
учётом тороидальности и вытянутости сечения вакуумной камеры Kw > 1.

4. Оценка характерного времени развития вертикальной неустойчивости
плазмы (VDE) впервые получена без предположения о конфокальности эллип-
тических сечений плазмы и стенки, до сих пор служившего неотъемлемым эле-
ментом аналитической теории VDE и сильно сужавшего область её примени-
мости.

Теоретическая и практическая значимость работы

1. Полученное решение внешней задачи равновесия даёт связь полоидаль-
ного магнитного поля с параметрами вытянутой плазмы токамака: её размера-
ми, силой тока J , смещением границы и неоднородной вытянутостью внутрен-
них магнитных поверхностей db. Знание этой связи при произвольных профилях
тока и давления необходимо для реалистического описания эволюции равнове-
сия плазмы, исследования условий её вертикальной устойчивости и разработки
систем активной стабилизации VDE. Кроме того, она требуется для интерпре-
тации данных магнитной диагностики в современных токамаках с вытянутой
плазмой, в частности, в установке Т-15МД.

2. Найденные выражения для полоидального магнитного поля токов, воз-
буждаемых в резистивной стенке вытянутой вакуумной камеры токамака, необ-
ходимы для включения эффектов её динамической реакции во внешнюю задачу
равновесия в существенно более реалистичной, чем ранее, аналитической мо-
дели токамака с некруглыми сечениями плазмы и стенки. Эти результаты тре-
буются для вывода уравнений движения плазменного шнура как по большому
радиусу, так и по вертикали, в том числе и при срывах тока.

3. Знание собственных мод тока в резистивной стенке вакуумной камеры
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и характерных времён их затухания позволяет радикально упростить описание
тока в стенке по сравнению с подходами, принятыми в современных кодах с раз-
биением стенки на большое число конечных элементов – «филаментов». Такое
упрощение необходимо для аналитического моделирования реакции стенки на
переходные процессы и оценки возникающих в ней сил, а также для выделения
динамического вклада токов в стенке в сигнал, регистрируемый магнитными
зондами.

4. Предложенная оценка характерного времени развития вертикальной
неустойчивости плазмы (VDE) в конфигурации с вытянутой плазмой и круг-
лой резистивной стенкой показывает, что уже в этом случае результат суще-
ственно отличается от предсказаний на основе широко применяющейся модели
с «конфокальной» стенкой. Это доказывает значимость нового подхода, пред-
ложенного в данной работе, покрывающего область параметров, недоступную
предшествующим аналитическим моделям.

Апробация результатов

Основные результаты работы докладывались на всероссийских и между-
народных научных конференциях:

— Н. В. Чукашев, В. Д. Пустовитов. Аналитический расчёт равновесной маг-
нитной конфигурации токамака с некруглой плазмой с бесконечным ас-
пектным отношением, 63-я Всероссийская научная конференция МФ-

ТИ (Москва, 2020)

— Н. В. Чукашев, В. Д. Пустовитов. Устойчивость равновесия плазмы с эл-
липтическим сечением по отношению к вертикальному движению в тока-
маке, 64-я Всероссийская научная конференция МФТИ (Москва,
2021)
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зике плазмы и управляемому термоядерному синтезу (Звенигород,
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Личный вклад автора
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1. Аналитическое решение внешней задачи равнове-

сия вытянутой плазмы в токамаке

Потребность в решении внешней задачи равновесия тороидальной плаз-
мы всегда была связана с проблемой управления её положением и формой и
вопросами магнитной диагностики [84,85,123–125,132,137–141]. Сегодня к этим
классическим направлениям добавляется широкий круг исследований, в кото-
рых важным элементом становится электромагнитная реакция стенки вакуум-
ной камеры на эволюцию равновесия [6, 39, 46, 47, 50, 62, 63, 65–70, 119, 120, 141].
К ним относятся моделирование динамики плазмы при VDE и срывах и оцен-
ка сил, действующих при этом на вакуумную камеру. Обычно сложность этих
задач в аналитических построениях преодолевают, заменяя плазму жестким
кольцом с током [39,67–70] или прямолинейным цилиндром эллиптического се-
чения [55,74–78,85,97–102]. Первый подход пренебрегает конечными размерами
плазмы, обладающей способностью практически мгновенно деформироваться
при изменении внешних условий, а также влиянием формы границы и профи-
ля тока, тогда как второй полностью исключает возможность описания торои-
дальных эффектов, существенных во многих задачах для токамаков.

Целью первой главы является построение аналитической модели равнове-
сия плазмы, применимой к современным токамакам с вытянутой плазмой. Для
этого понадобится решить краевую задачу для уравнения Грэда-Шафранова
вне плазмы, учитывая как тороидальность, так и вытянутость её сечения. Ре-
шение данного уравнения предлагалось в [82, 85] для тороидального шнура с
«круглой» границей, однако формальная процедура достаточно сложна и за-
действует специальные биполярные координаты, допускающие разделение пе-
ременных. К тому же, не было чёткого алгоритма, позволяющего включить эф-
фекты более сложной геометрии в общую схему. Последнего удаётся достичь,
если пользоваться методом функции Грина, дающим математически точное ре-
шение внешней задачи в виде интегралов по границе плазмы [119,120,123–125].
Это гарантирует правильную асимптотику решений и позволяет сразу учесть
граничные условия, а также отложить введение малых параметров, типичное
для аналитической теории равновесия [82–85], на более позднюю стадию.
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1.1. Модель и постановка задачи

Ниже рассматривается задача равновесия тороидальной плазмы с эллип-
тическим сечением и приведены общие электромагнитные соотношения для
магнитного поля, справедливые при любом аксиально-симметричном распре-
делении тока в плазме [119, 120]. Достаточно подробное их обоснование можно
найти в [119,124,125]. Затем мы вводим приближение Rpl/b≫ 1 и рассматрива-
ем две промежуточные задачи: получаем выражение для полоидального поля
на вытянутой границе плазмы и производим нужное преобразование функции
Грина по схеме [119, 120], но теперь учитывая конечную вытянутость границы
плазмы.

1.1. Модель и постановка задачи

Нас интересует модель, пригодная для реальных токамаков, поэтому бу-
дем рассматривать объёмную тороидальную плазму, полоидальное сечение ко-
торой задано уравнением эллипса

(r −Rpl)
2 +

z2

K2
b

= b2 (1.1)

в цилиндрических координатах (r, ζ, z), связанных с осью симметрии тора (Рис.
1). Здесь Rpl и b — большой и малый радиусы плазмы, а Kb ≥ 1 — её вытяну-
тость. Система считается осесимметричной, поэтому в дальнейшем мы будем
пренебрегать зависимостью физических величин от тороидального угла ζ.

При анализе динамики плазмы с частичной стабилизацией резистивной
стенкой можно не учитывать силы инерции в левой части уравнения движения
(1) и пользоваться уравнением силового баланса (2). Входящее в него магнитное
поле B, подчиняющееся

∇ ·B = 0, (1.2)

удобно записать в виде
B = ∇×A, (1.3)

где A — вектор-потенциал. Последнее при подстановке в закон Ампера в ква-
зистационарной форме

∇×B = µ0j (1.4)
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1.1. Модель и постановка задачи

Рис. 1. Схематический вид токамака с вертикально вытянутой плазмой в цилиндрических координатах

(r, ζ, z). Большой радиус плазмы — Rpl, а малая и большая полуоси её сечения, соответственно, b и Kbb.

Тороидальные поверхности плазмы и стенки обозначены как Spl и Sw.

с введением кулоновской калибровки ∇·A = 0 приводит к уравнению Пуассона

∇2A = −µ0j. (1.5)

В свободном пространстве его решение даётся объёмным потенциалом

Av(r) =
µ0
4π

∫
v

j(rv)

|r− rv|
drv, (1.6)

где интегрирование проводится по объёму v, содержащему ток. Таким объёмом
в токамаке являются плазма (pl), стенка (w) или обмотки внешнего поля (ec).

Подстановка (1.6) в (1.3) даёт известную формулу Био-Савара-Лапласа

Bv(r) =
µ0
4π

∫
v

j(rv)×
r− rv
|r− rv|3

drv, (1.7)

с помощью которой можно вычислить магнитное поле в системе, если заданы
все протекающие в ней токи. На практике информация о них всегда является
неполной, поскольку наперёд известны только токи во внешних обмотках, а
токи в плазме и стенке представляют собой динамические величины и зависят
от конкретного сценария. В то же время уравнение равновесия (2) требует,
чтобы при любом сценарии выполнялось граничное условие

npl ·B = 0, (1.8)
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1.1. Модель и постановка задачи

где npl — единичная внешняя нормаль к поверхности плазмы Spl, а

B = Bpl +Bw +Bec (1.9)

— полное магнитное поле, включающее собственное поле тока плазмы Bpl, поле
токов в стенке Bw и поле внешних катушек Bec. В задаче равновесия равенство
(1.8) выступает фундаментальным ограничением: при самом общем распреде-
лении токов в системе создаваемые ими магнитные поля обязаны давать на
границе плазмы Spl нулевую нормальную компоненту B.

С применением (1.8) формула (1.7) преобразуется к равенству [142]

Bpl(r)−HplB(r) =
1

4π

∮
pl

(npl ×B)× r− rpl
|r− rpl|3

dSpl, (1.10)

где интеграл берётся по замкнутой поверхности плазмы, а

Hpl(r) ≡

1, внутри Spl

0, вне Spl

(1.11)

— ступенчатая функция или функция Хевисайда. Это точное решение можно
символически записать в форме кусочно-непрерывного магнитного поля

Bi =

−Bext, внутри Spl

Bpl, вне Spl

, (1.12)

создаваемого текущим по границе плазмы током с поверхностной плотностью

i ≡ npl ×B/µ0, (1.13)

где Bext = Bw +Bec — суммарное внешнее поле. Такой прием вычисления Bpl

и Bext по заданному значению поля на Spl хорошо известен в электродинамике
и называется методом эквивалентных поверхностных токов [143, 144]. Также
он упоминается в [145], а для токамаков был переформулирован в [146, 147]
как «принцип виртуального кожуха», см. примеры его численной реализации
в [58,148–150].

Выражение (1.10) позволяет вычислить Bpl и Bext, не задаваясь конкрет-
ной зависимостью тока плазмы и внешними токами. Вся информация о них
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1.1. Модель и постановка задачи

неявно содержится в геометрии поверхности Spl и распределении на ней пол-
ного поля B(r). С условием (1.8) речь идёт о двух его независимых компонен-
тах, однако в рассматриваемом здесь случае аксиальной симметрии количество
неизвестных в задаче уменьшается, исходя из следствия (1.3)

2πB = ∇ψ ×∇ζ + µ0I∇ζ, (1.14)

где

ψ(r) ≡ 2π

r∫
0

B · ezrdr = 2πrAζ(r) (1.15)

— полоидальный поток магнитного поля, а I — определённый похожим равен-
ством (с заменой B → j) полоидальный ток. При соблюдении силового баланса
(2) в плазме обе эти величины являются поверхностными функциями и могут
быть выражены одна через другую, например, I = I(ψ). Таким образом, для
описания магнитного поля достаточно всего одной скалярной функции ψ(r).

Подстановка (1.10) в (1.14) и интегрирование по тороидальному углу дают
решение для ψ в виде потенциала простого слоя [119,120,123–125]

ψpl −Hpl(ψ − ψb) = 2π

∮
pl

GB · dlpl. (1.16)

Здесь
ψ = ψpl + ψw + ψec (1.17)

— полный полоидальный поток по аналогии с (1.9), ψb ≡ ψ(t)|pl — его значение
на границе Spl (в общем случае зависящее от времени), а интеграл берётся по
контуру полоидального сечения Spl с элементом длины dlpl = τdℓpl, где τ —
единичный касательный вектор. Функция

G(r; rv) ≡
rrv
4π

2π∫
0

cos(ζ − ζv)

|r− rv|
dζv (1.18)

называется тороидальной функцией Грина и имеет физический смысл полои-
дального потока, создаваемого в точке r элементарным кольцом с током, пере-
секающим точку rv. Косинус в числителе (1.18) возникает из скалярного про-
изведения eζ · eζv = cos(ζ − ζv) аксиальных базисных векторов eζ = r∇ζ.
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В работах [119,120,123–125] показывается, что равенство (1.16) представ-
ляет точное решение известного уравнения Грэда-Шафранова во внешней по
отношению к Spl области, где ток плазмы jζ = 0. При этом (1.16) обеспечивает
выделение в полном решении ψ вкладов от плазмы ψpl и от внешних источ-
ников ψext с самого начала вычислений. Действительно, вне плазмы Hpl = 0,
и результатом интегрирования в (1.16) является ψpl в вакуумном промежут-
ке «плазма-стенка». Внутри Spl, где Hpl = 1, тот же интеграл даёт ψext − ψb.
Правильная асимптотика ψpl и ψext в соответствующих областях гарантируется
свойствами функции Грина G(r; rv), что избавляет от необходимости выделять
регулярные решения и производить их сшивку на границе Spl. Для получения
результата требуется только удобное преобразование функции Грина, позво-
ляющее аналитически вычислить интеграл в (1.16), и явное выражение для
полоидальной компоненты B на Spl.

Пример вычислений с (1.16) для плазмы с круглым сечением описан в
[119,120], а элементы техники представлены в [123–125] с расширениями и при-
ложениями к стеллараторам. Здесь принципиальным отличием от прежних ра-
бот будет учет вертикальной вытянутости плазмы Kb ≥ 1.

1.2. Полоидальное магнитное поле на эллиптической границе

плазмы

Чтобы найти распределение B на границе плазмы с сечением Spl, задан-
ным уравнением (1.1), будем рассматривать близкие к ней магнитные поверх-
ности как вложенные торы a = const с параметризацией

r = Rw +Δ(a)− a cos θ, (1.19)

z = K(a)a sin θ, (1.20)

где a — малая полуось сечения, K(a) — вытянутость, а Δ(a) — горизонтальное
смещение поверхности относительно центра вакуумной камеры r = Rw, назы-
ваемое также шафрановским смещением (Рис. 2). При K = 1 это сводится к
стандартной модели смещённых круглых магнитных поверхностей [83–85,91,95,
124,125,151]. Некоторые результаты аналитических расчетов для тороидальной

25



1.2. Полоидальное магнитное поле на эллиптической границе плазмы

плазмы с K ̸= 1 приводились в [85,91,95,124,125], метрические коэффициенты
для прямой конфигурации с Δ = 0 рассчитывались в [100].

Рис. 2. Горизонтально смещенная магнитная поверхность a = const эллиптического сечения. Здесь a и Ka

— малая и большая полуоси эллипса, Δ — его сдвиг относительно центра вакуумной камеры Rw, а Ra =

Rw +Δ(a) — большой радиус магнитной поверхности.

При a = b уравнения (1.19) и (1.20) естественно описывают эллипс (1.1),
соответствующий Spl. Для интегрирования в (1.16) по такому контуру нуж-
но удобным образом выразить функцию Грина и тангенциальную компоненту
магнитного поля

B · τ = −∇ψ · n
2πr

= −ψ
′(a)

2π

|∇a|
r
, (1.21)

где n = ∇a/|∇a| — единичная нормаль к магнитной поверхности a = const, а

τ = eζ × n (1.22)

— полоидальный касательный вектор.
Из параметризации, заданной равенствами (1.19) и (1.20), получается связь

между векторами контравариантного базиса

er ≡ ∇r = (Δ′ − cos θ)∇a+ a sin θ∇θ, (1.23)

ez ≡ ∇z = K(1 + 2d) sin θ∇a+Ka cos θ∇θ, (1.24)

где
d(a) ≡ aK ′/(2K), (1.25)
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1.2. Полоидальное магнитное поле на эллиптической границе плазмы

а штрих обозначает производную по a. Решением этой системы является

D∇a = −erKa cos θ + eza sin θ, (1.26)

D∇θ = erK(1 + 2d) sin θ + ez(cos θ −Δ′). (1.27)

Введённая здесь величина

D ≡ 1

|∇a×∇θ|
= Ka(1−Δ′ cos θ + 2d sin2 θ) (1.28)

имеет смысл якобиана отображения цилиндрических координат (r, z) в потоко-
вые (1.19) и (1.20). Заметим, что в (1.24) исправлена опечатка, допущенная в
формуле (23) в [121].

Таким образом, в нашей модели

|∇a|2 = a2

D2
[1 + (K2 − 1) cos2 θ], (1.29)

откуда следует

B · τdℓ = −ψ
′(a)

2π

a2

rD
[1 + (K2 − 1) cos2 θ]dθ, (1.30)

где мы воспользовались выражением элемента длины эллиптического контура

dℓ = a
√
1 + (K2 − 1) cos2 θdθ. (1.31)

Производную ψ′ можно связать с полным током плазмы с помощью тео-
ремы о циркуляции:

µ0J(a) = −α22ψ
′(a), (1.32)

где коэффициент

α22 =
a

Ra

K2 + 1

2K
f22 (1.33)

получается интегрированием (1.30) по замкнутому контуру, Ra = Rw +Δ(a) —
большой радиус магнитной поверхности a = const, а

f22 =
1

2π

2π∫
0

1 + (K2 − 1)/(K2 + 1) cos 2θ

(1− a/Ra cos θ)(1−Δ′ cos θ + 2d sin2 θ)
dθ (1.34)

— величина порядка единицы [125]. С учётом этого (1.30) превращается в

B · τdℓ =
µ0J

2πf22

RaKa

rD

(
1 +

K2 − 1

K2 + 1
cos 2θ

)
dθ. (1.35)
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1.2. Полоидальное магнитное поле на эллиптической границе плазмы

Знаменатель rD содержит сложную угловую зависимость, явно представ-
ленную в интеграле (1.34). Его можно упростить разложением по малым пара-
метрам a/Ra, Δ′ и d:

RaKa

rD
≃ 1 +

(
Δ′ +

a

Ra

)
cos θ − 2d sin2 θ + 2g cos2 θ, (1.36)

где

2g ≡ Δ′2 +
Δ′a

Ra
+
a2

R2
a

. (1.37)

Подстановка этого выражения в (1.34) приводит к

f22 ≃ 1− d+ g +
d+ g

2

K2 − 1

K2 + 1
. (1.38)

Отбрасывая последний член как малый по сравнению с (−d + g), из (1.35)
получаем

B · dl = µ0J(a)

[
1 +

(
Δ′ +

a

Ra

)
cos θ +

(
d+ g +

K2 − 1

K2 + 1

)
cos 2θ

]
dθ
2π
. (1.39)

Это равенство справедливо для произвольной магнитной поверхности. Здесь и
далее поправки, связанные с d, учтены только в линейном приближении, а с
a/Ra и Δ′ — в квадратичном. Последние естественно возникают из rD в (1.36)
при замене (1− x)−1 на 1 + x+ x2 и собраны в слагаемом g.

При решении задачи равновесия для круглой плазмы в правой части
(1.39) достаточно ограничиться первой гармоникой по полоидальному углово-
му параметру θ [82, 83, 85, 119, 120]. Такое приближение справедливо в пределе
большого аспектного отношения Ra/a ≫ 1 и при давлении плазмы несколько
меньше равновесного предела [85, 125, 151]. Удержание слагаемого с cos θ озна-
чает учёт тороидальности системы в основном приближении, что делалось ещё
в работах В. Д. Шафранова [82–85]. В случае некруглой плазмы важной стано-
вится также и вторая гармоника, что прямо следует из (1.39).

Для сравнения укажем, что (K2 − 1)/(K2 + 1) > 0.38 при K > 1.5, тогда
как a/Ra < 0.4 для токамаков с Rw/b > 2.5. В таком диапазоне параметров
находятся практически все токамаки, приведённые в Табл. 1. Соответственно,
основной вклад во вторую гармонику в (1.39) дают слагаемые с d и (K2 −
1)/(K2 + 1) и при дальнейших расчётах тороидальными поправками второго
порядка, содержащимися в g, можно пренебречь.
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Заметим, что формула (1.39) получена при заданной параметризации (1.19),
(1.20) только из общих векторных соотношений (1.21)–(1.24) и теоремы о цирку-
ляции. Поэтому равенство (1.39) выполняется при любых распределениях тока
в плазме.

1.3. Преобразование тороидальной функции Грина (1.18)

В стандартной аналитической теории равновесия плазмы в токамаках [82–
85,91,95,120,124,125] связанная с тороидальностью неоднородность магнитного
поля по полоидальному углу учитывается в линейном по a/Rpl приближении,
где Rpl — большой радиус плазмы. Чтобы вписаться в эту схему без потери
точности, можно воспользоваться приближенным выражением для функции
Грина [119,120,124,125]

G(r; rv) ≃ G0 −
x+ xv
2Rv

(
G0 +

Rv

2π

)
, (1.40)

в котором сохранена лишь линейная тороидальная поправка к цилиндрической
аппроксимации

G0(r; rv) ≡
Rv

2π

[
ln

8Rv√
(x− xv)2 + (z − zv)2

− 2

]
, (1.41)

где
x ≡ R− r (1.42)

— локальная координата в сечении контура интегрирования.
В общем случае, выбор Rv в (1.40)–(1.42) произволен. Это может быть

радиус центра вакуумной камеры Rw или радиус центра крайней магнитной
поверхности (границы плазмы) Rpl = Rw + Δb, где Δb — горизонтальное сме-
щение плазменного шнура относительно точки r = Rw. Далее использование R
в формулах будет указывать на их применимость в любом интересующем нас
случае. Необходимость различать близкие значения Rw и Rpl возникает, когда
требуется точный учёт положения плазмы относительно стенки (Δb ̸= 0).

Для интегрирования в (1.16) нужно выделить постоянную часть G0 на
контуре Spl, а переменную представить в виде ряда Фурье, подобного (1.39).
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1.3. Преобразование тороидальной функции Грина (1.18)

Для круглой плазмы эта задача решалась в [119,120,124,125] с использованием
гармонического разложения [152]

ln
1√

1− 2ς cosα + ς2
=

∞∑
m=1

ςm

m
cosmα, (1.43)

где ς = lmin/lmax < 1. Оно применимо дляG0 и в нашем случае, если выполняет-
ся условие сходимости, но не совсем удобно, так как радиус l =

√
x2 + z2 на гра-

нице некруглой плазмы будет функцией углового параметра θ. В связи с этим
возникает необходимость найти подходящее нашей геометрии преобразование
знаменателя в (1.41), чтобы затем разложить G0 по собственным гармоникам с
коэффициентами, постоянными на Spl.

Наиболее коротким путём к этому можно прийти, представив (1.41) в виде
действительной части комплексного логарифма

2π

Rv
G0 = Re Ln

8Rv

s− sv
− 2, (1.44)

где
s ≡ x+ iz, (1.45)

а i — мнимая единица. В нашей задаче переменные xv = xb и zv = zb пробегают
эллиптическую границу плазмы, которой в (1.19) и (1.20) соответствует a = b

и K(b) = Kb.
Координаты (a, θ) в (1.19) и (1.20) привязаны к магнитным поверхностям

внутри плазмы и подчиняются там условию B · ∇a = 0. Фактически они были
нужны лишь вблизи Spl для нахождения связи B · dlpl с внутренним решением
для B (через Δ′ и d в (1.39)). По другую сторону Spl (в вакуумном промежутке
плазма-стенка) определим (a, θ) подобными равенствами

r = Rv − a cos θ, (1.46)

z = Ka sin θ, (1.47)

задающими при a ≥ b семейство вложенных торов с эллиптическими сечениями
безотносительно к поведению линий B. Совпадение граничного тора a = b с Spl

обеспечивается заданием K(b) = Kb и Rv = Rpl = Rw +Δb. В остальном выбор
координатных поверхностей a(r) = const во внешней области произволен, что
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1.3. Преобразование тороидальной функции Грина (1.18)

позволит ниже вместо B · ∇a = 0 ввести упрощающую связь (1.53). Таким
образом, координаты (a, θ) являются магнитными только внутри Spl.

Если пользоваться параметризацией (1.46) и (1.47), получим

s = a(cos θ + iK sin θ) = a
K + 1

2
eiθ
(
1− K − 1

K + 1
e−2iθ

)
, (1.48)

аналогично и для sb с заменой {a, θ,K} → {b, θb, Kb}. Для входящей в (1.44)
комбинации эти подстановки дают

(s− sb)
2e−iθ

a(K + 1)
= (1− ηeiθ−)(1 + η̃e−iθ+) +

(
ηη̃ − K − 1

K + 1

)
e−2iθ, (1.49)

где
θ− ≡ θb − θ, θ+ ≡ θb + θ, (1.50)

η ≡ b

a

Kb + 1

K + 1
(1.51)

— отношение «средних радиусов» эллипсов, а

η̃ ≡ Kb − 1

Kb + 1
η =

b

a

Kb − 1

K + 1
. (1.52)

Ясно, что a(K + 1) = lx + lz — сумма полуосей эллипса a = const. Для систе-
мы вложенных координатных поверхностей во внешней области должно выпол-
няться a > b и Ka > Kbb, иначе нарушилось бы взаимно-однозначное соответ-
ствие (1.46), (1.47). При этих условиях получаем η < 1.

Равенства (1.48) и (1.49) справедливы для любых K(a) в (1.47), гаран-
тирующих взаимно-однозначное соответствие (r, z) ↔ (a, θ). Здесь совпадение
координатной поверхности a = const с магнитной требуется лишь на границе
плазмы a = b и достигается при K(b) = Kb. Оставшейся свободой выбора K(a)

воспользуемся, чтобы избавиться от слагаемого c e−2iθ в (1.49). Оно исчезает
при

(K + 1)ηη̃ = K − 1. (1.53)

Тогда комплексный логарифм от правой части (1.49) разбивается на два слага-
емых, каждое из которых разлагается в ряд Меркатора

Ln(1− ς) = −
∞∑

m=1

ςm

m
, |ς| < 1, (1.54)

поскольку при a > b выполнены условия сходимости η < 1 и η̃ < 1, см. (1.51) и
(1.52).
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1.3. Преобразование тороидальной функции Грина (1.18)

С учётом этих операций получаем из (1.44):

2π

Rpl
G0 = ln

16Rpl

a(K + 1)
− 2 +

∞∑
m=1

ηm

m

[
cosmθ− +

(
1−Kb

1 +Kb

)m

cosmθ+

]
. (1.55)

Этот ряд Фурье с переменной θb и коэффициентами, постоянными на границе
эллипса a = b, годится для внешней области a > b, где η < 1. Связь (a, θ) с
обычными цилиндрическими координатами (r, z) даётся равенствами (1.46) и
(1.47), где

Ka =
√
a2 + b2(K2

b − 1), (1.56)

что является следствием (1.53).
Последнее, обращая в нуль слагаемое с e−2iθ в (1.49), соответствует такому

η̃, что
η̃2 =

Kb − 1

Kb + 1

K − 1

K + 1
. (1.57)

Это обеспечивает |η̃| < 1 при любых K(a) > 0, поэтому при a < b мы получили
бы, разделив (1.49) на ηeiθ−,

(s− sb)
2e−iθb

b(Kb + 1)
= −

(
1− e−iθ−

η

)
(1 + η̃e−iθ+). (1.58)

Подстановка этого выражения в (1.44) при η > 1 с разложением по формуле
(1.54) привела бы к

2π

Rpl
G0 = ln

16Rpl

b(Kb + 1)
− 2 +

∞∑
m=1

η−m

m

[
cosmθ− +

(
1−K

1 +K

)m

cosmθ+

]
, (1.59)

чем можно пользоваться внутри плазмы при a < b, если положить R = Rpl и
продолжить в эту область заданные (1.46) и (1.47) координаты a и θ с K(a),
удовлетворяющим (1.56).

Заметим, что это условие делает линии a и θ ортогональными: ∇a · ∇θ =
0. При этом пребразование координат (1.46), (1.47) становится конформным и
фактически представляет эллиптические переменные x = cb shµ cos θ и z =

cb chµ sin θ, применявшиеся при решении внешней задачи равновесия прямого
плазменного шнура эллиптического сечения [74, 85, 97–102], см. далее (2.15),
(2.16). Координатные поверхности a и µ совпадают при таком выборе cb, когда
эллипс µ = µb совмещается с границей плазмы.
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В параметризации (1.46), (1.47) с учётом (1.56) точка x = 0 является
выделенной. Это связано с занулением x при a = 0 и конечностью z, что при-
водит к вырождению «нулевой» поверхности в отрезок. При a = 0 вытянутость
K(a) имеет особенность, однако эта сингулярность не препятствует вычислени-
ям внутри плазмы. Дело в том, что в разложение (1.59) функция K(a) входит
только в связке с малым радиусом a, образуя выражение (1.56), конечное при
a = 0. Поэтому (1.59) в соглашении (1.56) можно применять и для вычисления
поля внешних источников внутри плазмы.

Подстановка в (1.55) и (1.59) Kb = 1 воспроизводит формулу (44) из [119]
для G0 при круглой границе, см. также [120, 125]. Далее равенство (1.40) с G0

в виде (1.55) при a > b и (1.59) при a < b будет использоваться для вычисле-
ния интеграла в (1.16). Он берётся по контуру плазмы, поэтому в формулах,
задающих G, выбран большой радиус R = Rpl = Rw +Δb. Тем самым мы сов-
мещаем граничные поверхности двух систем координат — потоковых в (1.39) и
геометрических в G.

1.4. Полоидальные потоки ψpl и ψext вне вытянутой тороидаль-

ной плазмы

Для интегрирования в (1.16) по крайней магнитной поверхности (границе
плазмы Spl) выражение (1.39) удобно представить в компактной форме

B · dlpl =
µ0J

2π

(
1− b

Rpl
Λcos θb + Λ2 cos 2θb

)
dθb, (1.60)

где dlpl — элемент длины дуги эллипса, см. (1.31), а

Λ ≡ −Rpl
Δ′(b)

b
− 1, (1.61)

Λ2 ≡ db +
K2

b − 1

K2
b + 1

(1.62)

— коэффициенты, постоянные на Spl. В последнем мы пренебрегли квадратич-
ными по b/Rpl и Δ′ поправками, дающими g в (1.39). Здесь их присутствие
было бы некорректно, поскольку другой сомножитель G в (1.16) вычислен в
линейном приближении по тороидальности, см. (1.40).
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1.4. Полоидальные потоки ψpl и ψext вне вытянутой тороидальной плазмы

Для плазмы с круглым сечением dℓpl = bdθb, и (1.60) превращается в
известное граничное условие Шафранова

B · τ pl = BJ

(
1− b

Rpl
Λcosα

)
, (1.63)

эквивалентное уравнениям (6.7) в [83] и (26) в [84]. Здесь α — угол в полярных
координатах (l, α), связанных с геометрическим центром плазмы, см. уравнение
(59) в [120], а BJ — нормировочная константа, введенная равенством

BJ ≡ µ0J

2πb
. (1.64)

На поверхности круглого плазменного шнура она естественно совпадает с по-
лоидальным полем его полного тока J .

Соединив (1.60) с (1.40) и подставив туда (1.55), из (1.16) получаем реше-
ние во внешней области при a > b:

ψpl = ψpl
0 + ψpl

1 + ψpl
2 , (1.65)

где

ψpl
0 (a) ≡ ψJ

[
ln

16Rpl

a(K + 1)
− 2

]
, (1.66)

ψpl
1 (a, θ) ≡ ψJ

[
BK

⊥
BJ

a

b
+

ΔK(a)

a

]
cos θ, (1.67)

ψpl
2 (a, θ) ≡ ψJ

Λ2

2

b2(K2
b + 1)

a2(K + 1)2
cos 2θ (1.68)

— полоидальные гармоники магнитного потока, а

BK
⊥ ≡ −BJ

b

2Rpl

[
ln

16Rpl

b(Kb + 1)
+

2

Kb + 1

(
Λ− Kb

2

)]
, (1.69)

ΔK(a) ≡ a2

2Rpl

[
ln
a(K + 1)

b(Kb + 1)
+

2

Kb + 1

(
Λ +

1

2

)(
1− b2(Kb + 1)

a2(K + 1)

)]
. (1.70)

Укажем, что величина K, входящая в полученные выражения, является функ-
цией координаты a и удовлетворяет равенству (1.56).

ПриK = Kb = 1 функции ψpl
0 и ψpl

1 превращаются в ψJa0 и ψJa1 cosα, вве-
дённые равенствами (63) и (64) в [120]. Для удобства сравнения также отметим,
что в этом пределе (1.69) даёт

Beq
⊥ = −BJ

b

2Rpl

(
ln

8Rpl

b
+ Λ− 1

2

)
, (1.71)
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1.4. Полоидальные потоки ψpl и ψext вне вытянутой тороидальной плазмы

а из (1.70) следует

Δ(l) =
l2

2Rpl

[
ln
l

b
+

(
Λ +

1

2

)(
1− b2

l2

)]
. (1.72)

Формулы (1.71) и (1.72) являются классическими результатами В. Д. Шафра-
нова [82–84]. Первая даёт величину внешнего вертикального поля, необходи-
мого для поддержания тороидального равновесия круглой плазмы в токамаке.
Вторая при l = bw даёт Δiw — величину её смещения относительно идеально
проводящей круглой стенки радиуса bw, когда Beq

⊥ создаётся только токами,
наведёнными в этой стенке, а её граница совпадает с магнитной поверхностью.
Эти соотношения приводятся здесь в обозначениях [120], см. там (1), (65) и рис.
2.

При переходных процессах, наиболее ярким примером которых являются
срывы или принудительное прерывание разряда с dJ/dt ̸= 0, неизвестной ста-
новится величина Bext из-за вклада в неё токов в стенке, см. [119]. Поэтому для
описания эволюции плазмы необходимо также подобное (1.65) выражение для
ψext. Пользуясь (1.16), мы можем найти его внутри Spl. Для нашего случая оно
получается подстановкой теперь уже (1.59) в (1.40) и (1.60) в (1.16):

ψext = ψb − ψpl
0 (b)− ψJ

[
BK

⊥
BJ

a

b
cos θ +

Λ2

2

a2(K2 + 1)

b2(Kb + 1)2
cos 2θ

]
, (1.73)

где ψpl
0 — функция (1.66).
Это равенство дополняет (1.65)–(1.68) тем, что обеспечивает ψpl + ψext =

ψb на границе плазмы, как и должно быть вследствие (1.8). Полученное в соб-
ственных координатах плазмы (a, θ), оно легко трансформируется к обычным
переменным (r, z). Действительно, так как (a, θ) связаны с (r, z) посредством
(1.46) и (1.47) с Rv = Rpl, то

a cos θ = Rpl − r, (1.74)

a2(K2 + 1) cos 2θ = b2(K2
b − 1) + 2

[
(Rpl − r)2 − z2

]
. (1.75)

Эти подстановки приводят (1.73) к виду

ψext = ψext
0 + ψext

⊥ + ψext
q , (1.76)

где

ψext
0 ≡ ψb − ψJ

[
ln

16Rpl

b(Kb + 1)
− 2

]
− πRplbBq

K2
b − 1

2
(1.77)
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— не зависящая от координат функция времени,

ψext
⊥ (r) ≡ 2πRplB

K
⊥ (r −Rpl), (1.78)

ψext
q (r, z) ≡ π

Rpl

b
Bq

[
z2 − (Rpl − r)2

]
, (1.79)

а множитель Bq задаётся как

Bq ≡ BJ
2Λ2

(Kb + 1)2
. (1.80)

1.5. Обсуждение результатов

В силу принципа суперпозиции поток внешнего поля

ψext = ψw + ψec (1.81)

включает в себя вклад ψw от токов в стенке вакуумной камеры и ψec от токов
во внешних обмотках. Если ψec известно, как и должно быть при предписанных
токах в полоидальных катушках, разность ψext, найденного из условий равно-
весия плазмы, и ψec даст нам ψw. Поэтому результат (1.73), (1.76) может быть
полезен для задач магнитной диагностики, а в динамической задаче равновесия
он становится ключевым элементом из-за сильного влияния электромагнитной
реакции стенки на скорость переходных процессов [46, 47, 50, 58, 62, 63, 109, 111–
120,126,130,131,153].

При использовании (1.73) в упомянутых задачах возникает закономерный
вопрос о его применимости, поскольку магнитные зонды и стенка располагают-
ся вне плазмы, тогда как процедура, основанная на равенстве (1.16), формально
даёт ψext только в её объёме. За его пределами функция ψext обязана удовле-
творять уравнению

∇ · ∇ψ
ext

r2
= 0, (1.82)

которое следует из (1.4) в проекции на тороидальное направление и (1.14). В
общем случае, область применимости (1.73) вне Spl зависит от расположения
внешних проводников. Тем не менее, в обычной ситуации, когда ближайшим к
Spl токонесущим элементом является стенка вакуумной камеры Sw, а катушки
полоидального поля находятся на некотором удалении от плазмы, аппроксима-
цию (1.73) можно продолжить вплоть до Sw. Математически это опирается на
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1.5. Обсуждение результатов

тот факт, что решение уравнения (1.82) с заданными граничными условиями
единственно. Поэтому совпадение двух решений внутри Spl означает, что они
должны быть одинаковы всюду. Следует только помнить, что (1.73) представ-
ляет собой три первых члена ряда Фурье. Точность этого разложения умень-
шается при удалении от оси в область, где вклад от более высоких гармоник
∼ lm cosmα возрастает. С этими оговорками можно рассматривать (1.73) как
приближенное описание внешнего магнитного поля внутри вакуумной камеры.

Тогда с помощью (1.14) и явного выражения для функции ψext можно
вычислить полоидальное магнитное поле, создаваемое всеми токами, внешними
по отношению к плазме:

2πBext
p = ∇ψext ×∇ζ, (1.83)

что с подстановкой (1.76) даёт

r

Rpl
Bext

p = BK
⊥ ez +Bq

(Rpl − r)ez − zer
b

. (1.84)

Здесь первое слагаемое определяет амплитуду вертикального поля, необходи-
мого для удержания плазмы по большому радиусу. Сравнение (1.69) с (1.71)
показывает его отличие от классического значения Beq

⊥ , с которым BK
⊥ ожи-

даемо совпадает при Kb = 1. Второе слагаемое соответствует квадрупольному
магнитному полю, необходимому для вытягивания сечения плазмы, а введён-
ная (1.80) константа Bq даёт величину этого поля на расстоянии b от центра
Spl.

По определению Bext
p описывает внешнее поле, необходимое для удержа-

ния плазмы в равновесии при заданных Rpl и Kb. Равенства (1.78) и (1.79)
связывают их с BK

⊥ и Bq, которые зависят от параметров плазмы через (1.69)
и (1.80). Последнее при подстановке (1.62) даёт

Bq = BJ
2

(Kb + 1)2

(
db +

K2
b − 1

K2
b + 1

)
. (1.85)

При однородной плотности тока в плазме, когда db = 0, это совпадает с резуль-
татом (44) в [84], (3.9) в [85], и (25) при jb = 0 в [100]. Тогда приKb = 1.7 из (1.85)
получим Bq = 0.1334BJ , а при Kb = 2.2 будет Bq = 0.1284BJ . Это иллюстриру-
ет слабую зависимость Bq(Kb) в окрестности среднего для токамаков значения

37



Kb = 1.9, см. Табл. 1. Следовательно, даже небольшие колебания db могут
сильнее повлиять на приращение δBq, которое при заданном Bec

q может быть
создано только токами в стенке. Если же они недостаточны для поддержания
Bq на уровне (1.85), то равновесие плазмы в заданном положении будет нару-
шено. На практике именно так и происходит при срывах, когда при изменении
внутренних параметров плазмы начинается её вертикальное движение к стенке
или VDE. Переход к VDE и сопутствующие явления при упомянутой слабой
зависимости Bq(Kb) должны наблюдаться и при TQ, как показывают расчёты
с помощью кода DINA для токамаков ИТЭР [62], ТРТ [63] и Т-15МД [154].
Возрастание Kb после TQ и потеря равновесия по вертикали указывают на
необходимость учета db в (1.85) и его изменения при δJ = 0.

1.6. Выводы главы 1

В первой главе предложен метод аналитического решения внешней за-
дачи равновесия в токамаке с плазмой эллиптического сечения. Построения
выполнены по схеме, ранее развитой для круглой плазмы [119, 120], но теперь
допускаются конечные значения вытянутости её границыKb ≥ 1, типичные для
большинства действующих и планирующихся токамаков, см. список в Табл. 1.

Получение аналитических выражений для Bpl вне плазмы всегда было
сопряжено с большими трудностями [82,84,91,93,100,140], даже если её сечение
было круглым. Использование в качестве основы строгого электромагнитного
равенства (1.16) со стандартной функцией Грина (1.18) сводит задачу к вы-
числению контурного интеграла. Равенство (1.60) подсказывает удобную пара-
метризацию B · dlpl, которой (с удержанием большего числа гармоник) можно
пользоваться при любой форме плазмы. Для завершения вычислений остаётся
преобразовать G к подобному виду. Эта довольно сложная математическая за-
дача разрешается здесь с помощью перехода к конформным переменным (a, θ),
в которых вытянутость K координатных поверхностей a = const подчиняется
условию (1.56).

Итоговые выражения (1.65) и (1.73) связывают измеряемые магнитные
величины с характеристиками плазмы. Обе функции ψpl и ψext определяются
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1.6. Выводы главы 1

одним и тем же интегралом в (1.16), поэтому измерения полоидального магнит-
ного поля в вакуумном зазоре плазма-стенка могут дать лишь те плазменные
параметры, которыми задаётся B на Spl. В нашем случае это входящие в (1.60)
константы Λ и Λ2 и, разумеется, полный ток J . Столь малый объём информации
объясняется тем, что Bpl – интегральная величина, см. (7). Еще одна область,
где потребуются приведенные соотношения для ψpl и ψext, это анализ быстрых
переходных процессов, при которых наводятся значительные токи в стенке ва-
куумной камеры. Начиная с [82], стандартная теория равновесия была нацелена
на предсказание горизонтального смещения плазмы. Учёт второй гармоники в
ψpl и ψext открывает возможность анализа вертикального движения плазмы
(VDE) в более реалистичной постановке, нежели в моделях с заменой плазмы
тонким жестким проводником [39,67–70] или цилиндром [55,74–78,98–102].
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2. Магнитное поле вне вытянутой тороидальной плаз-

мы с учётом динамической реакции резистивной

стенки вакуумной камеры

В предыдущей главе были получены выражения (1.65) и (1.73), описываю-
щие распределение ψpl и ψext вне вытянутой тороидальной плазмы. В стандарт-
ном случае, когда ближайшим к плазме токонесущим элементом является стен-
ка вакуумной камеры, эти результаты представляют аппроксимацию функции
магнитного потока в пространстве между плазмой и стенкой. При переходных
процессах величина этого промежутка меняется в связи с эволюцией равнове-
сия плазмы по большому радиусу или её уходом по вертикали (VDE), поэтому
возникает вопрос о возможности использования (1.65), (1.73) в таких сценариях.

Напомним, что исходной точкой при выводе (1.65), (1.73) было общее
электромагнитное равенство (1.16), полученное в [119, 120, 123–125] с исполь-
зованием только аксиальной симметрии системы и граничного условия (1.8).
Здесь единственными допущениями на пути к (1.65), (1.73) были большое ас-
пектное отношение Rpl/b ≥ 1 и заданная эллиптическая форма границы плаз-
мы (1.1). Её положение при этом никак не конкретизировалось, а интеграл в
(1.16) вычислялся при помощи координат, связанных с Spl. Таким образом, при
смещении Spl относительно центра вакуумной камеры решения (1.65), (1.73)
остаются справедливы и дают распределение ψpl и ψext в собственной системе
отсчёта плазмы. Главное, чтобы сохранялся общий баланс сил на плазму (2),
исключающий нормальную компоненту B на Spl.

Возможность использования (2) и его следствий в нестационарных зада-
чах обеспечивается динамической реакцией стенки, препятствующей инерцион-
ному движению плазмы. Её скорость v в таком случае должна быть найдена
как результат относительно медленной эволюции с учётом токов, наводимых
в металлическом окружении из-за ∂B/∂t ̸= 0 и дающих вклад ψw в (1.81).
Функция ψw становится при этом главной неизвестной, которую нужно найти
для замыкания динамической задачи равновесия с диссипацией энергии в ре-
зистивной стенке. Целью данной главы является разрешение этой проблемы с
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абсолютной математической строгостью, но так, чтобы допускалось достаточ-
но простое расширение существующей теории равновесия в новую область. Для
этого мы выясняем, какие минимальные дополнения требуются к схеме с ра-
венством (1.16) для покрытия эволюции плазмы, и показываем, что ещё нужно
добавить к (1.65), (1.73) для вычисления ψw. На пути к этому рассматривает-
ся цилиндрический подход [97], ранее применявшийся в задачах с резистивной
стенкой [55,75,76,78], и устанавливаются пределы его применимости с конкрет-
ными предложениями по модификации прямой модели [97] для динамических
задач. В конечном итоге мы вычисляем ψw в явной форме, учитывая тороидаль-
ность и вытянутость сечения камеры, а также горизонтальное и вертикальное
смещения плазменного шнура относительно её центра.

2.1. Основные уравнения

Для рассмотрения эволюции плазмы с помощью стандартных методов
теории равновесия уравнение (2) необходимо дополнить описанием электромаг-
нитной реакции стенки на вызываемое плазмой магнитное возмущение ∂B/∂t ̸=
0. Возбуждаемые при этом токи дают вклад Bw в полное поле B и стремятся
обеспечить равенство в (2) даже в случае, когда статическое равновесие поте-
ряно и имеется ненулевая скорость плазмы v ̸= 0.

Надёжность использования уравнения силового баланса (2) и его след-
ствий при моделировании переходных процессов подтверждается численными
расчётами сил на вакуумную камеру [47, 49, 50, 54, 62, 63, 112, 115, 117, 154]. Это
побуждает к дальнейшему расширению теории равновесия, но обнаруживается
либо её неполнота при ∂B/∂t ̸= 0 и наличии резистивной стенки, либо недо-
статочность отдельных результатов для покрытия динамических задач. Так,
например, в работе [120] было установлено, что полученное В. Д. Шафрановым
в [82] и приводимое в известных обзорах [84,85] уравнение для эволюции торои-
дального смещения плазмы Δb, учитывающее эффект конечной проводимости
стенки, применимо лишь при неизменном токе плазмы J . При этом ограниче-
ние dJ/dt = 0, существенно повлиявшее на результаты в работах [82,84,85], там
явно не упоминалось.
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Уравнение, пригодное для описания Δb(t) в сценариях с dJ/dt ̸= 0, вклю-
чая срывы тока (CQ), было получено в [120]. Подобное расширение стало воз-
можным благодаря предложенному в [120] общему подходу к описанию эволю-
ции равновесия плазмы в токамаке с резистивной стенкой и разбиению задачи
на два связанных блока. Первый — это, собственно, решение внешней задачи
равновесия с помощью метода функции Грина, когда выражения для ψpl и ψext

получаются путём редукции математически точного равенства (1.16) в нужной
геометрии, см. главу 1. Второй блок — это вычисление поля Bw путём прямого
интегрирования уравнений Максвелла и закона Ома в стенке. Полученное та-
ким образом Bw должно быть приравнено к найденному из задачи равновесия

Bw = Bext −Bec (2.1)

для согласования чисто электромагнитных расчётов Bw с граничным усло-
вием (1.8) на поверхности Spl. Пошаговая реализация описанного алгоритма
представлена в [119, 120] с приложениями к стандартной в теории равновесия
круглой тороидальной плазмы. Здесь мы развиваем подход [119,120] к анализу
некруглой конфигурации, включая в рассмотрение также вертикальное смеще-
ние плазменного шнура ξ(t).

Разделение B на Bpl и Bext с помощью общего равенства (1.10), служащего
математическим выражением «принципа виртуального кожуха», позволяет вы-
разить Bw при заданном внешнем поле Bec, см. (2.1). В такой процедуре форма
границы плазмы Spl должна быть предписана, однако она является подвижной
и деформируемой. Поэтому её положение и форма обязаны эволюционировать
совместно с динамически изменяющимся полем Bw, которое даётся интегралом
по объёму стенки в (1.7), где ток подчиняется закону Ома

jw = σE. (2.2)

Здесь σ – проводимость стенки, которую в дальнейшем будем считать постоян-
ной, а электрическое поле E описывается законом индукции Фарадея

∇× E = −∂B
∂t
. (2.3)

При аксиальной симметрии электромагнитные уравнения для (jp, Bζ ,Ep)

и (jζ ,Bp, Eζ), где индексы p и ζ означают, соответственно, полоидальную и
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2.1. Основные уравнения

тороидальную компоненту, становятся расцепленными. Описание jwp и полного
полоидального тока Iw в стенке ранее приводилось с привязкой к расчётам
действующих на неё сил [47, 154, 155] и проблеме диамагнитной диагностики в
переходных процессах [126,156]. Здесь нас интересует тороидальный ток jwζ как
источник полоидального потока ψw, входящего в (1.81) и содержащего эффект
от резистивной стенки в задаче равновесия.

Из (1.14) и (2.3) следует, что

Eζ = − ψ̇

2πr
, (2.4)

где точка означает частную производную по времени ∂/∂t. В этом равенстве,
необходимом для вычисления

jwζ = σEζ , (2.5)

фигурирует суммарный магнитный поток (1.17), включающий вклад от плаз-
мы, внешних полоидальных витков, центрального соленоида (индуктора) и са-
мой стенки. Основное уравнение для наводимого в ней тока

jwζ = −σ ψ̇

2πr

∣∣∣∣∣
w

(2.6)

получается комбинацией (2.4) и (2.5), а индекс w справа подразумевает, что
функция ψ берётся в металлическом объёме вакуумной камеры.

Равенство (2.6) показывает, что при описании реакции стенки на какое-
либо возмущение требуется знание полного ψ, а не только ∇ψ, определяющего
B. Это означает некоторую неполноту результатов (1.65) и (1.73), поскольку
при их подстановке в (2.6) возникает ненулевой вклад от константы интегри-
рования ψb. Она присутствует в (1.73) как свободный параметр, соответствую-
щий значению ψ на границе плазмы Spl, но его конкретная величина в главе
1 не обсуждалась. Поскольку константа выпадает из ∇ψ и не влияет на B,
обычно ей либо пренебрегают, либо предписывают какое-то определённое зна-
чение. Так делается во многих исследованиях на основе прямой модели Гаев-
ского [97], например, в расчётах формы магнитной сепаратрисы [97], при оценке
числа возможных состояний равновесия с заданным удерживающим внешним
полем [98, 99] и при определении его критической величины [85], выше кото-
рой равновесие плазмы невозможно при заданной силе тока; при исследовании

43



возможности стабилизации осесимметричной моды внешними токами [101], на-
хождении X-точки сепаратрисы [102] и анализе её влияния на инкремент VDE в
системе с идеальной [74,77] и резистивной [55,76,78] стенками. При этом выяс-
няется, что все перечисленные задачи относятся к классу магнитостатических
с фиксированным током плазмы J = const. Возникает вопрос о применимости
предлагавшихся в [55,74–77,85,97–102] выражений для ψ и значений константы
ψb в динамических задачах с dJ/dt ̸= 0. Его разрешение и нахождение недоста-
ющих связей — главные цели дальнейшего рассмотрения.

2.2. Решение внешней задачи равновесия цилиндрической плаз-

мы и выбор константы ψb

Чтобы ответить на вопрос о пригодности результатов прямой модели с
конкретным выбором ψb в задачах эволюции равновесия, нужно углубиться в
математические операции, приводящие к ψ в [55, 74–77, 85, 97–102]. Для этого
мы начинаем со стандартной постановки внешней задачи равновесия плазмы,
затем производится её редукция в цилиндрическом приближении и описывается
аналитическое решение для плазмы с эллиптическим сечением, предложенное
в 1972 году Р. Гаевским [97]. Далее мы обсуждаем проблему выбора ψb в из-
вестных построениях с прямой моделью и приводим сравнение с оценкой ψb в
модели кольцевого тока, дающей простейшее приближение собственного поля
тороидальной плазмы токамака.

С математической точки зрения нахождение магнитного поля при задан-
ном токе принадлежит к классу краевых задач для уравнения Пуассона (1.5).
Оно описывает распределение вектор-потенциала A в пространстве, если по-
ставлены условия, обеспечивающие сшивку внутреннего и внешнего решений
на границе токонесущей области. Здесь нас интересует полоидальный поток ψ,
связанный с тороидальной компонентой A равенством (1.15). Его подстановка
в (1.5) в проекции на eζ = r∇ζ приводит к уравнению

Δ∗ψ = −2πµ0rjζ (2.7)
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2.2. Решение внешней задачи равновесия цилиндрической плазмы и выбор константы ψb

с эллиптическим оператором второго порядка (Грэда-Шафранова)

Δ∗ ≡ r2∇ · ∇
r2

=
∂2

∂r2
− 1

r

∂

∂r
+

∂2

∂z2
. (2.8)

Это уравнение следует дополнить граничными условиями

ψ|in = ψ|out = ψb(t) (2.9)

и
∂ψ

∂n

∣∣∣∣
in

=
∂ψ

∂n

∣∣∣∣
out

(2.10)

на поверхности плазмы Spl, где индексы in и out обозначают области внутри
и вне её. Здесь первое означает постоянство ψ на Spl, которого требует (1.8), а
непрерывность ψ(r) естественно следует из определения (1.15). Второе условие
даёт сшивку нормальных производных ∂ψ/∂n ≡ npl · ∇ψ, что равносильно
непрерывности тангенциальной компоненты B на Spl или отсутствию на Spl

поверхностного тока.
Для полноты укажем, что уравнение равновесия (2) устанавливает допол-

нительную связь между полоидальным потоком и током плазмы

jζ = 2πrp′(ψ) +
µ0
2πr

I(ψ)I ′(ψ), (2.11)

где p = p(ψ) — давление, I = I(ψ) — полоидальный ток, а штрих означает
производную по ψ. Подстановка этого равенства превращает (2.7) в извест-
ное уравнение Грэда-Шафранова, которое при заданной форме границы и двух
функциях p(ψ) и I(ψ) полностью определяет магнитную конфигурацию как
внутри Spl, так и снаружи.

Предметом внешней задачи равновесия является выражение для ψ вне
плазмы, удовлетворяющее (2.7) с jζ = 0 и условиями (2.9), (2.10) на Spl. Если в
уравнении (2.7) полностью пренебречь слагаемыми, связанными с тороидально-
стью, то в области, включающей плазму и вакуумный зазор, оно превращается
в уравнение Пуассона

Δ⊥ψ = −

2πµ0Rpljζ , внутри Spl

0, снаружи Spl

, (2.12)

в правой части которого r заменено на константу Rpl, а

Δ⊥ ≡ ∇ · ∇ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2
(2.13)
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2.2. Решение внешней задачи равновесия цилиндрической плазмы и выбор константы ψb

— обычный оператор Лапласа с x ≡ Rpl − r. То же самое получилось бы для
бесконечно длинной (прямой) системы в сочетании с

2πRplB = ∇ψ × eζ + µ0I∇eζ (2.14)

с единичным вектором eζ в направлении теперь уже незамкнутой прямой оси, в
которую (а точнее — в её участок длины 2πRpl) должна вырождаться кольцевая
ось тороидальной системы при |x| ≪ Rpl. Присутствие Rpl позволяет считать
ψ в (2.14) точным «квазицилиндрическим» аналогом ψ, заданного равенством
(1.14) для тороидальной системы.

Цилиндрическое уравнение (2.12) было исходным в задачах, рассмотрен-
ных в [55, 74–78, 85, 97–102]. Здесь оно записано в системе СИ, как в [101];
в [55,74,76–78,98] оно приводится в безразмерном виде, а в [85,97,99,100] даётся
в гауссовых единицах, причём в [97, 100, 102] использовалось обозначение для
тока j = −jζ .

Уравнение (2.12) с условиями (2.9) и (2.10) на эллиптической границе Spl

удобно решать в эллиптических координатах (µ, θ), связанных с r = Rpl − x и
z в (1.1) равенствами

x = cb shµ cos θ, (2.15)

z = cb chµ sin θ. (2.16)

В этих переменных с µ = µb на Spl величина

cb =
b

shµb
= b
√
K2

b − 1 (2.17)

соответствует фокальному расстоянию этого эллипса с малой полуосью

b ≡ cb shµb (2.18)

и вытянутостью
Kb ≡ cthµb. (2.19)

Эллиптические координаты уже использовались в первой главе при пре-
образованиях функции Грина, см. (1.46), (1.47) с дополнительной связью (1.56).
Они появлялись и в [55,74–78,85,97–102] с той только разницей, что в [74,97,99,
101, 102] угловой координате θ в (2.15) и (2.16) соответствует π/2 − θ (плазма
растянута по горизонтали). Их важным свойством является ортогональность
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∇µ · ∇θ = 0, позволяющая разделить переменные и искать внешнее решение
задачи в виде

ψout = ψb+A0(µ−µb)+
∞∑
n=0

[An shn(µ− µb) +Bn(chnµ− chnµb)] cosnθ. (2.20)

Коэффициенты A0, An и Bn должны определяться из условий (2.9) и (2.10)
сшивки ψout с решением ψin во внутренней области µ < µb.

Последнее зависит от распределения тока jζ по сечению плазмы, которое
в общем случае неизвестно, и оказывается очень сложным [100] даже с jζ =

Aψ + B, где A и B — некоторые постоянные. Начиная с [97] и далее в [55, 74–
78, 85, 98, 99, 101, 102] рассматривался только простейший случай с однородной
плотностью тока jζ = const, когда внутреннее решение, удовлетворяющее (2.12)
и (2.9), имеет вид

ψin = ψb + ψs

(
x2

b2
+

z2

K2
b b

2
− 1

)
, (2.21)

где
ψs = −µ0JRpl

Kb

K2
b + 1

(2.22)

— полоидальный поток между магнитной осью и границей плазмы, а J =

πKbb
2jζ — полный продольный ток. Это решение задаёт семейство подобных

вложенных эллипсов ψin = const внутри плазмы.
Константа интегрирования ψb в (2.21) задавалась как ψb = ψs в [55,74–77,

97, 98, 101, 102], чтобы сделать ψin = 0 в центре плазмы, а в [99] было принято
ψb = 0. В [85] формула (3.5) соответствует выбору ψb = 0 в первой строке и
ψb = ψs во второй:

ψin

2πRpl
≡ Ain = −4π

c
jζ
c2b
8

[
ch 2µ− ch 2µb − cos 2θ +

ch 2µ

ch 2µb
cos 2θ

]
=

= −4π

c
jζ

K2
b b

2

2(K2
b + 1)

(
x2

b2
+

z2

K2
b b

2

)
. (2.23)

В этой формуле, буквально перенесённой из [85], оба выражения верно дают за-
висящую от x и z часть продольной компоненты вектор-потенциала Ain внутри
плазмы, но последний знак равенства является ошибкой, оставшейся там неза-
меченной. Легко увидеть, что первая часть (2.23) даёт Ain = 0 на границе, в то
время как вторая — конечную величину.
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При сшивке ψout в виде (2.20) с ψin в виде (2.21) для случая с jζ = const
и условиями (2.9) и (2.10) получается

ψout = ψb − ψJ

[
µ− µb +

ϵb
2
sh 2(µ− µb) cos 2θ

]
, (2.24)

где
ψJ ≡ µ0JRpl, (2.25)

а
ϵb ≡

1

ch 2µb
=
K2

b − 1

K2
b + 1

(2.26)

— так называемая «эллиптичность» границы (в терминах [97]). Входящая сю-
да постоянная ψb, в принципе, может быть выбрана произвольно, так как при
подстановке µ = µb в (2.24) мы получаем только ψout = ψb на границе.

Выражение (2.24) фактически даёт лишь разность ψ−ψb с неопределённой
константой интегрирования ψb, но этот факт в [55,74,76,77,85,97–102] не отме-
чался. Напротив, там производилась замена ψb, как если бы она была известной.
C точностью до единиц измерения имеющиеся цилиндрические решения задачи
равновесия, обсуждавшиеся в [55,74–77,85,97–99,101,102], покрываются (2.24).
Достаточно сказать, что при ψb = 0 выражение (2.24) совпадает с (6) в [99] и
с (3.6) в [85]. При ψb = ψs с ψs, заданным (2.22), оно воспроизводит равенства
(2) в [55], (8) в [74], (3.4) в [76], (22) в [77], (33) в [97], (12) в [98] и (5) в [101].

Для удобства все перечисленные выше варианты (2.24) собраны в Табл.
2. Главным в них является конкретное задание ψb, маскирующее тот факт, что
реально в этих построениях ψb неизвестна. Но даже если не знать об этом, то
при обращении к уравнению (2.6) указанных отличий в величине ψb достаточ-
но для постановки вопроса о выборе верного решения. Поэтому прежде, чем
пользоваться конкретным вариантом ψb в задачах для токамаков, необходимо
выяснить, насколько серьёзным является различие. Ясно, что верное решение
внешней задачи равновесия плазмы с эллиптической границей должно вклю-
чать в себя результаты, полученные для более простых моделей кольца с током
и тороидальной плазмы круглого сечения. Для сравнения с ними обратимся к
частному следствию (2.24) в простейшем случае прямого плазменного шнура,
когда Kb = 1.

Из (2.19) следует, что эллиптическое сечение Spl переходит в круглое при
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Публикации Единицы Ток
Обозначение

координат
Угол

Константа

ψb/ψs

R. Gajewski, 1972

Phys. Fluids 15, 70
СГС – (µ, θ) π/2− θ 1

H.R. Strauss, 1974

Phys. Fluids 17, 1040
б/р + (µ, θ) – 1

J.C.B. Papaloizou et al, 1977

Nucl. Fusion 17, 33
СГС + (u, ν) π/2− θ 0

J.P. Goedbloed, L.E. Zakharov, 1980

Nucl. Fusion 20, 1515
СГС – (u, ν) – 0

Л.Е. Захаров, В.Д. Шафранов, 1982

Вопросы теории плазмы, Т. 11
СГС + (u, ν) – 0/1

R. Coelho, F. Porcelli, 2003

Phys. Plasmas 10, 930
СИ + (µ, θ) π/2− θ 1

F. Porcelli, A. Yolbarsop, 2019

Phys. Plasmas 26, 054501
СГС – (µ, ϑ) π/2− θ 1

F. Porcelli et al, 2021

J. Phys.: Conf. Ser 1785, 012004
б/р + (µ, θ) π/2− θ 1

A. Yolbarsop et al, 2022

PPCF 64, 105002;

T. Barberis et al, 2022

J. Plasma Phys. 88, 905880511;

D. Banerjee et al, 2024

Phys. Plasmas 31, 023904

б/р + (µ, θ) – 1

Таблица 2. Каталог различных версий решения (2.24). В столбце «Единицы» сокращение «б/р» означает

безразмерные. В столбце «Ток» знак плюс соответствует положительному выбору направления тока jζ > 0

(вдоль продольной координаты ζ), а минус — отрицательному jζ < 0. Прочерк в столбце «Угол» отвечает

параметризации, заданной (2.15) и (2.16).

µb → ∞. Физическая величина ψout не должна содержать особенностей, поэто-
му в этом пределе разность µ − µb в (2.24) обязана оставаться конечной, что
нетрудно показать с помощью следующих соотношений.

В координатах (2.15) и (2.16) линии µ = const образуют семейство конфо-
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кальных эллипсов

x2 + z2
(
shµ

chµ

)2

= b2
(
shµ

shµb

)2

. (2.27)

Согласно тождествам

shµ

chµ
=

1− e−2µ

1 + e−2µ
= 1− 2e−2µ

1 + e−2µ
(2.28)

и
shµ

shµb
= eµ−µb

1− e−2µ

1− e−2µb
, (2.29)

уравнение (2.27) при больших µ и µb даёт длину радиуса

l =
√
x2 + z2 = beµ−µb (2.30)

в полярных координатах x = l cosα, z = l sinα, см. Рис. 3. Угол α связан с
полоидальным параметром θ равенством

tgα = cthµ tg θ (2.31)

и совпадает с ним при больших µ. Тогда граница плазмы µ = µb отображается
в окружность радиуса b, а при Kb → 1 разность

µ− µb = ln
l

b
(2.32)

оказывается конечной. Другая конечная величина sh 2(µ − µb) в (2.24) умно-
жается на ϵb → 0 при Kb → 1, см. (2.26). В этом пределе слагаемое с cos 2θ

исчезает, и (2.24) для круглой плазмы принимает простой вид

ψout = ψb + ψJ ln
b

l
. (2.33)

Подстановка этого выражения в (2.14) даёт магнитное поле прямого провода с
током:

Bα =
µ0J

2πl
. (2.34)

Это ожидаемый результат, подтверждающий, что зависящая от координат часть
ψ верно воспроизводится формулой (2.24).

Чтобы понять роль ψb, которая в (2.24) присутствует как неизвестная
константа, сравним (2.33) с выражением

ψrc = 2πrAζ = 2πµ0JG(r, z;R, 0), (2.35)
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2.2. Решение внешней задачи равновесия цилиндрической плазмы и выбор константы ψb

Рис. 3. Полярные координаты (l, α) в сечении плазменного шнура. Здесь Rpl — большой радиус плазмы

(смещение не показано), b и Kbb — полуширина и полувысота её границы Spl, а Sw — внутренняя сторона

стенки.

описывающим магнитное поле кольца с током J , лежащим в плоскости z = 0,
где R — его радиус,

G(r, z; rv, zv) =

√
rrv
πk

[(
1− k2

2

)
K(k)− E(k)

]
(2.36)

— функция Грина для осесимметричной токовой нити (1.18), выраженная через
полные эллиптические интегралы первого и второго рода K(k) и E(k), соответ-
ственно, а

k2 =
4rrv

(r + rv)2 + (z − zv)2
. (2.37)

Индекс v у переменной означает, что она «пробегает» проводник с током. В
данном случае одномерного кольца rv = R, zv = 0.

Это хорошо известное решение можно найти во множестве работ, вклю-
чая, например, классические учебники электродинамики [143,144,157]. Оно так-
же представлено в обзоре [145]. Здесь для описания магнитного поля выбран
полоидальный поток (1.15), а не тороидальная компонента вектор-потенциала
Aζ , как в [143–145,157].

Для сравнения с цилиндрическим решением (2.33) функцию ψrc(r, z) сле-
дует рассматривать в области, где расстояние l от кольцевой оси r = R суще-
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ственно меньше большого радиуса R. Тогда величина

k′2 ≡ 1− k2 =
(R− r)2 + z2

(R + r)2 + z2
≃ x2 + z2

4R2

(
1 +

x

R

)
(2.38)

мала, и можно пользоваться стандартными разложениями эллиптических ин-
тегралов [152]

K(k′) = ln
4

k′
+

(
ln

4

k′
− 1

)
k′2

4
+ . . . , (2.39)

E(k′) = 1 +

(
ln

4

k′
− 1

2

)
k′2

2
+ . . . . (2.40)

В приближенном равенстве в (2.38) удержаны только линейные по x/R слага-
емые. В этом приближении из (2.35) получаем

ψrc = ψJ

[
ln

8R

l
− 2− l

2R

(
ln

8R

l
− 1

)
cosα

]
. (2.41)

Сравнение последнего с (2.33) показывает, что правильным результатом
в простейшей модели кольца с током малого радиуса b≪ R должен быть

ψrc
b = ψJ

(
ln

8R

b
− 2

)
(2.42)

а не ψb = 0, как в [85,99,100], и не ψb = ψs, как в [55,74–77,97,98,101]. Укажем
для полноты, что ψs = −ψJ/2 при Kb = 1.

Здесь цилиндрическое решение (2.33), кольцевое решение (2.35) и его ап-
проксимация (2.41) при малых l/R приводились, чтобы выявить проблему вы-
бора ψb в (2.24) при подстановке в (2.6) и оценить масштаб этой величины. Мы
обнаружили, что использование ψb в том виде, в котором она подставлялась в
(2.24) в [55,74–77,85,97–102], неизбежно приведёт к ошибке в задачах эволюции
с ψ̇b ̸= 0. Из (2.42) и определения (2.25) следует, что ψ̇b ̸= 0, когда меняется
RplJ . Это покрывает, в первую очередь, все процессы с изменением тока J , так
как диапазон изменения J достигает 100% в CQ.

В рассмотренном примере с кольцевым током не было внешних полей,
поэтому формула (2.42) может служить лишь оценкой собственного вклада в
ψb от тока плазмы при Kb = 1. Тем не менее, уже этот пример показывает, что
точное определение ψb возможно только в тороидальной геометрии.

Для вычисления функции ψb(t), которую следовало бы подставлять в (2.6)
при Kb ̸= 1, необходимо учесть не только конечный радиус b плазменного коль-
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ца, но и вытянутость его сечения и внешние токи. Частично эта проблема раз-
решается с помощью уже полученного нами результата (1.65). Как видно из
(1.65), часть ψb, порождаемая плазмой, даётся (1.66) при a = b:

ψpl
0 (b) = LplJ, (2.43)

где

Lpl ≡ µ0Rpl

[
ln

16Rpl

b(Kb + 1)
− 2

]
(2.44)

— внешняя индуктивность плазменного шнура. При Kb = 1 это равенство сво-
дится к (2.42), являясь его обобщением на случай объёмной тороидальной плаз-
мы с эллиптическим сечением. Казалось бы, для нахождения оставшейся части
ψb то же самое нужно сделать и с (1.73), но подстановка там a = b возвращает
только тривиальное тождество ψext

0 (b) = ψb − ψpl
0 (b). Соответственно, нужно

выяснить, какие ещё операции требуются в дополнение к описанной в первой
главе схеме с (1.16) для вычисления слагаемого ψext

0 (b).

2.3. О неопределённости константы ψb в рамках «принципа вир-

туального кожуха»

Левая часть формулы (1.16) подсказывает, что с самого начала вычисле-
ний она даёт полное значение ψpl, но лишь ψext − ψb для внешнего поля. Этот
результат получался и ранее в [119, 120, 123–125, 148, 149], но при этом не ста-
вился вопрос о происхождении константы ψb и причинах её неоднозначности
в рамках стандартной теории равновесия. Константа ψb естественно возникала
при переходе от объёмного потенциала (1.6) к потенциалу простого слоя (1.16)
на этапе учёта граничного условия (1.8) в [119,120,123–125,148,149], а все опе-
рации с функцией Грина (1.18) производились как с обобщённой функцией.
Теперь мы рассматриваем проблему опредения ψb более подробно и проводим
необходимые преобразования с исключением особенностей в подынтегральных
выражениях.

С физической точки зрения неопределённость ψb является частным про-
явлением общего принципа: одно и то же магнитное поле (в нашем случае Bext

внутри плазмы) может порождаться разными источниками. Математически это
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следует из того, что вектор-потенциал (1.6) магнитного поля токов, текущих в
области v, находится как интеграл по всему объёму v. Например, необходи-
мое для удержания плазмы внешнее вертикальное поле может быть создано
как токами во внешних обмотках, так и токами в стенке вакуумной камеры,
либо комбинацией тех и других. Речь идёт об известных аналитических ре-
зультатах [82–84], см. также [120, 158] и обзор в [85]. Все они были получены
для плазмы круглого сечения. Здесь же ограничений на форму Spl не делается,
также нет пока и разделения Bext на две составляющие.

Использование следствий (1.10), (1.16) уравнений (1.3) и (1.6) не долж-
но затушевать того факта, что именно интеграл (1.6) содержит необходимую
информацию для вычисления поля Eζ . При подстановке в (1.15) он трансфор-
мируется в

ψv(r) = 2πµ0

∫
v

G(r; rv)jζ(rv)drvdzv = µ0

∫
v

jζG

rv
drv. (2.45)

В преобразованиях, ведущих от (1.15) к (2.45) с подстановкой классического
выражения (1.6), участвует геометрическое соотношение

eζ =
∂er
∂ζ

= eζv cos(ζ − ζv) + erv sin(ζ − ζv), (2.46)

где ev – единичные векторы, см. Рис. 4.

Рис. 4. Два набора базисных векторов в цилиндрических координатах: er — единичный радиальный вектор,

а eζ — единичный тороидальный. Индекс i обозначает переменные, по которым проводится интегрирование,

а ζ − ζi — угол между соответствующими.
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Результат (2.45) является точным следствием (1.6) и (1.15) и выражает
полоидальный поток ψv через плотность тороидального тока jζ , протекающего
в v. Для входящей в крайний правый интеграл в (2.45) комбинации с учётом
равенства (2.7) получим

2πµ0
r

jζG = ∇ ·
(
ψ
∇G
r2

−G
∇ψ
r2

)
− ψ

r2
Δ∗G (2.47)

всюду, где G является гармонической функцией без особенностей. В общем слу-
чае её следует понимать в смысле обобщённой функции с сингулярностью

Δ∗G = −rδ(r − rv)δ(z − zv), (2.48)

что следует из определения (1.18) и

∇2 1

|r− rv|
= −4πδ(r− rv), (2.49)

где δ — дельта-функция Дирака. В области каждого из проводников v оператор
∇ · (∇/r2) сохраняет лишь собственную функцию ψv, но присутствие полного
потока ψ = ψpl +ψec +ψw в (2.7) и (2.47) удобно при учёте граничного условия
ψ = ψb на Spl.

Вне области v, то есть при r ̸= rv, последнее слагаемое в (2.47) равно
нулю. Тогда (2.45) превращается в

ψv =

∮
∂v

ψ∇vG−G∇vψ

2πr2v
· dSv, (2.50)

где dSv — внешне ориентированный элемент границы ∂v замкнутой тороидаль-
ной области v. Здесь и далее дифференцирование под знаком интеграла проис-
ходит по переменной rv, что отмечено индексом v у оператора ∇v.

Если этот интеграл берётся по границе плазмы ∂v = Spl, то для нахож-
дения ψpl вне плазмы мы должны учесть условие (2.9) на Spl. Тогда из двух
слагаемых в (2.50) в силу (2.48) останется одно, потому что∮

pl

ψ
∇plG

r2pl
· dSpl = ψb

∫
pl

∇pl ·
∇plG

r2pl

∣∣∣∣∣
r̸=rpl

drpl = 0. (2.51)

Окончательно (2.50) сводится к

ψpl = −
∮
pl

G
npl · ∇plψ

rv
dℓpl = 2π

∮
pl

GB · dlpl, (2.52)
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где учтено, что npl · ∇ψ = −2πrB · dlpl/dℓpl. Напомним, что равенство (2.52)
справедливо лишь для r вне плазмы. Оно получено тождественным преобразо-
ванием (2.45) с учётом (2.9) и (2.48) и потому определяет функцию ψpl полно-
стью.

Интеграл, подобный (2.52), возникнет и при вычислении ψext, но он будет
не единственным в итоговом выражении. Это связано с тем, что стенка, токи в
которой вносят вклад в ψext, является полым тором, а в нашей задаче требует-
ся вычислить ψw именно в его полости. То же самое справедливо и для токов
в полоидальных обмотках. В этих двух случаях при нахождении ψw и ψec по
формуле (2.50) приходится вводить две тороидальные оболочки — внутреннюю
Sin и внешнюю Sout, так что пространство между ними охватывает все источ-
ники потока ψext. Тогда при r ̸= rv, т.е. при r либо внутри тора Sin, либо за
пределами Sout, из (2.50) получим

ψext = −
∮
in

[ψ,G]

2πr2v
· dSin + Iout, (2.53)

где
[α, β] ≡ α(rν)∇vβ(r)− β(r)∇vα(rν) (2.54)

— функция трёх переменных rν, r и rv (последняя не показана), а Iout — та-
кой же интеграл по внешней поверхности Sout. Появление знака минус в (2.53)
объясняется тем, что dSin направлено вне тора Sin, а индекс ν нумерует токо-
несущий элемент.

Значение Iout не зависит от размеров Sout, потому что эта поверхность
охватывает рассматриваемые токи снаружи. Её можно трансформировать в
сферу, как показано на Рис. 5, и перейти затем к пределу |rv| → ∞. Тогда
нетрудно показать, что Iout = 0. Действительно, на большом расстоянии от то-
конесущих элементов (плазма, стенка, полоидальные катушки) их можно рас-
сматривать как тонкие кольцевые проводники или магнитные диполи. Поэтому
магнитный поток, создаваемый каждой из подсистем вдали от плазмы, можно
описать приближенным выражением

ψν(r) ≈ LνJν, (2.55)

где функция Lν ≡ 2πµ0G(rν; r) имеет размерность индуктивности, а rν —
радиус-вектор проводника ν. Тогда под интегралом в Iout возникнет комбинация
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[G,G]. Отметим, что (2.55) совпадает с (2.42) и является прямым следствием
(2.45) для тонкого проводника — это хорошо известный классический резуль-
тат [143,144,157].

Рис. 5. Поверхности интегрирования: Sin — внутренняя, а Sout — внешняя. Тор Sout трансформируется в

сферу с узким отверстием у оси r = 0.

Для оценки [G,G] при |rv| ≫ |r| воспользуемся мультипольным разложе-
нием

1

|r− rv|
=

1√
r2 + r2v − 2r · rv

≈ 1

|rv|

(
1 +

r · rv
|rv|2

+
3(r · rv)2 − |r|2|rv|2

2|rv|4

)
, (2.56)

где поправки по |r|/|rv| сохранены вплоть до второго порядка. При подстановке
(2.56) в (1.18) ненулевой вклад возникает только от слагаемых с cos(ζ − ζv),
содержащихся в r · rv. Приближенное равенство

G(r, rv) ≈
r2vr

2

4|rv|3

(
1 + 3

zzv
|rv|2

)
, (2.57)

пригодное при |rv| ≫ |r|, получается и при прямом преобразовании G в виде
(2.36) при малых

k2 ≈ 4rrv
|rv|2

(
1 + 2

rrv + zzv
|rv|2

)
. (2.58)

В (2.54) оператор ∇v действует только на rv и zv, поэтому

[G,G] = [g0(rν), g1(r)] + [g1(rν), g0(r)], (2.59)
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так как [g0(rν), g0(r)] = [g1(rν), g1(r)] = 0, где g0 = r2f(rv) и g1 = r2zh(rv) — две
части G в (2.57). Подстановка этих g0 и g1 в правую часть (2.59) превращает её
в r2νr2(z − zν)[f, h], а

[f, h] = 3f 2∇v
zv
|rv|2

. (2.60)

Тогда при |rv| ≫ |r| для подынтегральной функции в Iout получим

[ψ,G]

2πr2v
=

3µ0
16π

r2mν
z(z − zν)

r2v
|rv|6

∇v
zv
|rv|2

, (2.61)

где высшие поправки по |r|/|rv| опущены. Здесь mν
z = πr2νJν – проекция магнит-

ного момента витка с током Jν на ось z. При |rv| → ∞ величина (2.59) убывает
как 1/|rv|6, тогда как площадь сферы Sout возрастает как |rv|2, поэтому их про-
изведение в Iout пропорционально 1/|rv|4. Следовательно, интеграл Iout должен
быть равен нулю.

Чтобы описать внешнее магнитное поле в той области, где находится плаз-
ма, в (2.53) с Iout = 0 следует выбрать r внутри тора Sin. Если взять Sin = Spl,
то интеграл с ∇ψ преобразуется аналогично (2.52), только теперь он войдёт
с другим знаком. При таком выборе r упрощается и интеграл с ψ, поскольку
ψ = ψb = const на границе плазмы. Однако в этом случае вместо (2.51) получим∮

pl

ψ
∇plG

r2pl
· dSpl = ψb

∫
pl

∇pl ·
∇plG

r2pl

∣∣∣∣∣
r∈pl

drpl = −2πψb, (2.62)

где учтена особенность функции Грина, явно показанная в (2.48) и приводящая
к функции Хевисайда в (1.16). Таким образом, при Sin = Spl и r внутри Spl

равенство (2.53) сводится к

ψext = ψb +

∮
pl

G
npl · ∇plψ

2πr2pl
dSpl = ψb − 2π

∮
pl

GB · dlpl. (2.63)

Неопределённость с ψb в (2.63) может показаться неожиданной, потому
что в обоих случаях вычисления начинались с одной и той же формулы (2.45),
сводящейся к (2.50), а далее к (2.53). Разная форма уравнений никак не влия-
ет на появление или исчезновение ψb. Отличие возникает при интегрировании
слагаемых с ψ∇G, см. (2.51) и (2.62). Ясно, что ключевую роль при этом играет
граничное условие (2.9), приводящее к упрощению при Sin = Spl. При любом
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другом Sin для r вне тора Sin в первом случае и r внутри Sin во втором в вы-
ражениях для ψν сохранилось бы слагаемое с неизвестным ψ(r) на Sin, как,
например, в уравнении (16) в [148]. Подобная ситуация возникает и в теории
стеллараторов при B · n ̸= 0 на Sin, см. уравнение (4.18) в [125].

Оба равенства (2.52) и (2.63) можно записать в единой компактной фор-
муле, совпадающей с использовавшейся в первой главе (1.16). Её формальный
вывод приводился в [120], где операции с G выполнялись как с обобщённой
функцией. Здесь же всюду считалось, что r ̸= rv, и это исключало появле-
ние особенностей. Главным при этом оказывается установление факта, что при
любом способе вычисления с заданным полным магнитным полем B на Spl, с
граничным условием (1.8) и его следствием (2.9) функция ψpl определяется пол-
ностью, а ψext с точностью до неизвестной константы ψb. Это связано с непол-
нотой описания, в котором произведена привязка к внутреннему решению, а
часть информации о связи внешних токов с потоками пока не учтена. Таким
образом, не остаётся ничего иного, кроме как напрямую вычислить вклад в ψb

от токов в стенке и полоидальных катушках с помощью формулы (2.45).

2.4. Вычисление полоидального потока, создаваемого токами

в вытянутой стенке

Часть константы интегрирования ψb, производимую током плазмы в слу-
чае вытянутой тороидальной конфигурации, можно вычислить с помощью (2.43).
Оставшуюся часть ψb, создаваемую внешними источниками, ψec + ψw, нужно
находить прямым интегрированием в (2.45) с заданными распределениями тока
jζ . В каждом конкретном сценарии вклад от токов в полоидальных обмотках
можно считать известным, так как в приближении тонких проводников

ψec(r) = 2πµ0
∑
c

JνG(r; rν), (2.64)

где индекс ν служит «номером» внешней катушки. В таком случае недостаю-
щим элементом для нахождения ψb становится явное выражение для ψw.

При интегрировании в (2.45) по объёму стенки будем считать её тонкой
тороидальной оболочкой с малым радиусом bw, вытянутостью Kw и толщиной
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dw ≪ bw. Для процессов с временами, сравнимыми с так называемым резистив-
ным временем стенки

τw ≡ µ0σbwdw, (2.65)

а точнее с τ ≫ τsk ≡ µ0σd
2
w, можно пренебречь скин-эффектом и считать плот-

ность тока jwζ в стенке однородной по толщине (если нет, то потребуется допол-
нительный блок вычислений для ψ(r) в стенке, см. [159] и ссылки в этой работе).
Это покрывает интересующие нас события с эволюцией равновесия плазмы по
горизонтали и VDE, а также CQ, длительность которых составляет десятки и
сотни миллисекунд [4, 6, 44,153,160–162]. Тогда (2.45) превращается в

ψw(r) = 2πµ0

∮
w

G(r; rw)j
w
ζ (rw)dwdℓw (2.66)

с интегралом по полоидальному контуру стенки Sw. Здесь для элемента пло-
щади поперечного сечения стенки использовано

drwdzw ≃ dwdℓw, (2.67)

где dℓw — полоидальный элемент длины её внутренней границы.
Математическое подобие (2.66) интегралу (1.16) очевидно: последний пре-

вращается в (2.66) при замене rpl на rw и

B · τ pldℓpl → µ0dwj
w
ζ dℓw, (2.68)

поэтому интегрирование в (2.66) проще всего произвести, представив стенку
аналогично границе плазмы Spl. Для этого зададим контур Sw эллипсом aw =

bw в координатах (aw, ϑ), подобных (1.46) и (1.47). Во избежание повторения
индекса w, вытянутость координатной поверхности aw = const, подобную K(a)

в (1.46), (1.47) и удовлетворяющую похожему на (1.53) условию

κaw =
√
a2w + b2w(K

2
w − 1) (2.69)

обозначим буквой κ. Построенные таким образом переменные (aw, ϑ) идентич-
ны (a, θ) с точностью до сдвига начала отсчёта: aw = 0 представляет собой
геометрический центр стенки (Rw, 0), а a = 0 — центр плазмы (Rw+Δb, ξ), как
показано на Рис. 6.
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2.4. Вычисление полоидального потока, создаваемого токами в вытянутой стенке

Рис. 6. Смещение плазмы внутри вакуумной камеры. Поверхность плазмы задается эллипсом с малой по-

луосью b и большой полуосью Kbb. Внутренняя сторона стенки также представляет собой эллипс с малой и

большой полуосями bw и Kwbw, соответственно. Введены два набора координат: стандартные цилиндриче-

ские координаты (r, z), связанные с осью симметрии токамака, и декартовы (x, y) с началом в центре плазмы

(r = Rpl, z = ξ). Здесь Rpl = Rw +Δb – большой радиус границы плазмы, а Δb и ξ – её радиальное и верти-

кальное смещения относительно центра вакуумной камеры.

Чтобы воспользоваться техникой вычисления контурного интеграла, раз-
витой в предыдущей главе, представим jwζ dℓw в виде ряда Фурье:

2πdwj
w
ζ

dℓw
dϑw

= Jw + Re
∞∑

m=1

Jwme
imϑw , (2.70)

где ϑw — угловая переменная, пробегающая от 0 до 2π по контуру стенки,

Jw ≡
∫
w

jwζ dSw
⊥ = dw

2π∫
0

jwζ
dℓw
dϑw

dϑw (2.71)

— полный ток в стенке, а Jwm(t) ≡ Jw
cm(t) − iJw

sm(t) — зависящая от времени
комплексная амплитуда его гармоник.

При наличии up-down (зеркальной относительно плоскости z = 0) симмет-
рии стенки Im Jwm = Jw

sm = 0, и слагаемые с sinmϑw отсутствуют. Они возника-
ют, когда эта симметрия нарушается, например, при вертикальном смещении
плазмы ξ ̸= 0. Поэтому при рассмотрении VDE в (2.70) необходимо учитывать
гармонику sinϑw, так как в правой части уравнения (2.6) для тороидальной

61



плотности тока в стенке возникнет вклад

ψ̇ext
ξ = −2πRplBq

ξ̇

b
κaw sinϑ. (2.72)

Он содержится в (1.79) в слагаемом с (z − ξ)2, где ξ = ξ(t) — вертикальное
смещение центра плазмы.

Чтобы оставаться в рамках приближения с (1.73), в (2.70) достаточно
оставить лишь слагаемые до m = 2, а также воспользоваться представлени-
ем функции Грина в эллиптических координатах, см. (1.40) и (1.59). Тогда в
области внутри тора Sw, аналогично (1.73), из (2.66) получается

ψw = LwJw + Re(Ψw
1 +Ψw

2 ), (2.73)

где Lw даётся той же формулой (2.44), что и Lpl, но с заменой {Rpl, b} →
{Rw, bw}. Для нахождения ψb при CQ, когда LwJw является доминирующим
вкладом в ψw, этого достаточно, но для вывода уравнений эволюции положе-
ния плазмы нужны также

Ψw
1 ≡ −2πRw(B

w
⊥ − iBw

ξ κ)awe
iϑ, (2.74)

Ψw
2 ≡ µ0Rw

Jw
c2(κ

2 + 1)− 2iJw
s2κ

2b2w(Kw + 1)2
a2we

2iϑ, (2.75)

где κ даётся определением (2.69),

Bw
ξ ≡ −µ0J

w
s1

2πbw

1

Kw + 1
, (2.76)

Bw
⊥ ≡ µ0

4πbw

[
εwJw

(
ln

16Rw

bw(Kw + 1)
− Kw

Kw + 1

)
− 2

Kw + 1
Jw
c1

]
, (2.77)

а
εw ≡ bw/Rw (2.78)

— обратное аспектное отношение. Из (2.74) и (1.14) следует, что Bw
ξ и Bw

⊥ —
соответственно, амплитуды однородных горизонтального и вертикального маг-
нитных полей, создаваемых токами, наведёнными в стенке. При Kw = 1 фор-
мула (2.77) сводится к равенству (98) в [120].
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2.5. Нахождение константы ψb в тороидальной геометрии

Результат (2.73) получен в координатах ρ = (aw, ϑ), связанных с центром
вакуумной камеры Sw. Чтобы найти вклад от ψw в ψb = ψ|pl, необходимо вы-
числить

ψw
0 (b) ≡

1

2π

∮
pl

ψw(b, θb)dθb, (2.79)

т.е. часть ψw, не зависящую от полоидального угла θ на границе плазмы. При
этом функция ψw должна быть выражена в движущихся вместе с плазмой пере-
менных ρpl = (a, θ), в которых её граница задаётся как a = b. Связь подвижной
и неподвижной систем координат даётся равенством

ρ = ρpl + δr, (2.80)

где ρ = r − Rwer — радиус-вектор, отсчитываемый в поперечном сечении от
центра вакуумной камеры (Rw, 0), а ρpl – от центра плазмы (Rw +Δb, ξ), сме-
щённого относительно камеры на δr = Δber+ξez, см. Рис. 6. Величина Δb соот-
ветствует горизонтальному смещению границы плазмы (в стандартном случае
с Kb = 1 см. [85,120]), а вертикальный сдвиг ξ ̸= 0 учитывает возможное VDE.

Считая, что |δr| ≪ bw, линеаризуем ψw по δr/bw, тогда (2.79) даёт

ψw
0 (b) = LwJw + 2πRw(B

w
⊥Δb −Bw

ξ ξ) + δψw−pl, (2.81)

где

δψw−pl ≡ µ0RwJ
w
c2

c2w − c2b
2b2w(Kw + 1)2

, (2.82)

а cw вычисляется по формуле (2.17) с заменой {b,Kb} → {bw, Kw}.
Второе слагаемое в (2.81) возникает как следствие асимметрии системы,

когда плазма сдвинута относительно центра камеры на величину δr, а третье
служит мерой взаимной неконфокальности плазмы и стенки (cb ̸= cw). Они
зануляются, соответственно, при δr = 0 и при

cw = cb = b
√
K2

b − 1, (2.83)

что часто используется для упрощения вычислений [55,71–78]. Тогда (2.81) сво-
дится к

ψb = LplJ + LwJw + ψec
0 (bw). (2.84)
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Ясно, что при CQ, когда вклад LwJw в (2.81) будет существенным, этой форму-
лой можно пользоваться и при небольших δr и cw − cb. Пределы применимости
условия (2.83) и вычисления без его использования более подробно обсуждают-
ся в главе 4.

Для полноты оценим поправки от слагаемого с Δb и ξ в (2.81) в общем
случае. Из (2.76) и (2.77) получим

2πRw

Bw
⊥Δb −Bw

ξ ξ

LwJw
∼ Δb

2bw

(
εw − Jw

c1

Jw

)
+

ξ

bw

Jw
s1

Jw
. (2.85)

где Δb/b и ξ/b следует считать малыми параметрами. Чтобы найти амплитуды
токов, проинтегрируем (2.70) по углу с учётом (2.6):

µ0RwJwm = −δmτw
2πbw

∂

∂t

∮
w

ψ(ρ− δr)

1− εw cosϑw
e−imϑwdℓw, (2.86)

где τw – величина, определённая равенством (2.65), а

δm ≡
{

1, m = 0

2, m > 0
. (2.87)

Подстановка ψw(aw, ϑ) в (2.86) даёт Jw ∼ −τw∂J/∂t,

Jw
c1 − εwJw ∼ −τw

∂

∂t

(
J
ΔK

iw −Δb

bw

)
, (2.88)

где ΔK
iw ≡ ΔK(bw), Δb = Rpl −Rw, и

Jw
s1 ∼ −τw

∂

∂t

(
J
ξ

bw

)
. (2.89)

В интересующем нас случае CQ, когда ток плазмы меняется за время τCQ ≈ τw

[4, 6, 109, 153], справедливо Jw
c1/Jw ∼ Δb/bw и Jw

s1/Jw ∼ ξ/bw, поэтому правая
часть (2.85) имеет квадратичный порядок малости (|δr|/bw)2. Соответственно,
вкладом в ψb от 2πRw(B

w
⊥Δb −Bw

ξ ξ) можно пренебречь.
Приведённые оценки показывают, что при анализе эволюции плазмы с

dJ/dt ̸= 0 вместо ψb = 0, как в [85,99,100] или ψb = ψs, как в [55,74–77,97,98,101],
следует использовать ψb в виде (2.84) при больших Jw или

ψb = LplJ + LwJw + 2πRw(B
w
⊥Δb −Bw

ξ ξ) + ψec
0 (bw), (2.90)

если потребуется более высокая точность при затухании тока в стенке Jw. При
Kb = Kw = 1 эта формула переходит в известный результат для круглых плаз-
мы и стенки, см. (105) в [120].
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2.6. Обсуждение результатов

Выражение (2.84) является важным дополнением к стандартной теории
равновесия с неопределённой или произвольно заданной ψb, без которой нель-
зя обойтись в эволюционных задачах. В работе [120], например, где выкладки
проводились для конфигурации с Kb = Kw = 1, выражения типа (2.84) исполь-
зовались для вывода уравнения эволюции радиального смещения плазмы Δb с
учётом затухания токов в резистивной стенке.

Здесь рассматривалась вытянутая плазма, для которой потенциально опас-
ным является вертикальное смещение с ξ ̸= 0. Минимальной основой для его
описания в сценариях с dJ/dt ̸= 0 является известное цилиндрическое ре-
шение (2.24) с подстановкой ψb в виде (2.84). Эта формула или более общая
(2.90) дают связь ψb с физическими величинами, которой не было в моде-
лях [55,74–77,85,97–101] с (2.24). Здесь ψb вычислена в тороидальной геометрии
с использованием общего электромагнитного равенства (2.45) со стандартной
функцией Грина (1.18) для кольцевых токов. Она гарантирует учёт конечных
размеров системы и тороидальности, а линеаризация по b/Rpl позволяет впи-
саться в стандартную схему аналитической теории равновесия без потери точ-
ности. Формулы (2.84) и (2.90) также обобщают результат (105) в [120], ранее
полученный для круглых плазмы и стенки, на случай с Kb ̸= 1.

Ясно, что при анализе CQ даже отличие первого слагаемого LplJ в (2.84)
как от ψs, которая выбиралась в качестве ψb в [55,74–77,97,98,101], так и от ψb =

0 в [85,99,100], будет принципиально важным. Следует отметить и существенно
иную по сравнению с ψs зависимость Lpl от размеров плазмы (большой и малый
радиусы Rpl и b, вытянутость Kb), которая не может быть получена на основе
теории с прямолинейной плазмой [55,74–77,85,97–101].

Второе слагаемое LwJw в (2.84) содержит неизвестный ток Jw, для кото-
рого после интегрирования в (2.86) по контуру стенки получается уравнение

Jw = −τ0
d

dt

[
J + Jw +

ψec
0 (bw, t)

Lw

]
, (2.91)

где

τ0 ≡ τw
Pw

2πbw

Lw

µ0Rw
≃ τw

√
K2

w + 1

2

[
ln

16Rw

bw(Kw + 1)
− 2

]
(2.92)
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— характерное время затухания полного тока в стенке (порядка τw, но заметно
отличное от него даже для круглой стенки [50]),

Pw ≡
∮
w

dℓw = 4KwbwE(ew) ≃ 2πbw

√
K2

w + 1

2
(2.93)

— длина поперечного сечения стенки, E — полный эллиптический интеграл
второго рода, а ew =

√
1− 1/K2

w — эксцентриситет эллипса Sw. Приближенное
равенство в (2.93) было предложено в [138] и использовалось в [163]. Заметим,
что при Kw = 1 результат (2.92) даёт формулу (107) в [120].

В уравнениях (2.84) и (2.91) функцию ψec
0 (bw, t) можно считать заданной,

потому что она определяется токами в катушках полоидального поля. Тогда
(2.84) в комбинации с (2.91) даёт ψb как функцию только тока в плазме. До-
полнением к (2.91) могут служить измерения тока в стенке Jw с помощью двух
поясов Роговского – один внутри вакуумной камеры, а второй снаружи.

Если кроме ψb в описании конфигурации необходим учёт тороидального
расширения плазмы и эффектов неоднородного профиля тока, то вместо (2.24)
следует пользоваться полученными в первой главе решениями (1.65) и (1.73).
Их можно записать в обозначениях (µ, θ), общепринятых в теории равновесия
[55,74–77,85,97–101], с помощью тождеств

a ≡ cb shµ, (2.94)

Ka ≡ cb chµ (2.95)

и их следствий
a(K + 1) = cbe

µ, a(K − 1) = cbe
−µ, (2.96)

a2(K2 + 1) = c2b ch 2µ, a2(K + 1)2 = c2be
2µ. (2.97)

Тогда формула (1.65) принимает вид

ψpl − ψpl
1 = ψJ

(
ln

16Rpl

cb
− µ− 2 +

ϵb + db
2

ch 2µbe
−2µ cos 2θ

)
, (2.98)

а (1.73) переходит в

ψext − ψext
⊥ = ψb − ψJ

(
ln

16Rpl

cb
− µb − 2 +

ϵb + db
2

e−2µb ch 2µ cos 2θ

)
, (2.99)

где ψpl
1 и ψext

⊥ определены (1.67) и (1.78).
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Сумма ψpl + ψext даёт полный полоидальный поток

ψ − ψJ
ΔK

a
cos θ = ψb − ψJ

[
µ− µb +

ϵb + db
2

sh 2(µ− µb) cos 2θ

]
, (2.100)

где ϵb даётся (2.26), константа ψb определена равенством (2.84), а
ΔK

a
=
cb shµ

2Rpl

[
µ− µb +

(
1− e−2µb

)(
Λ +

1

2

)(
1− e2µb − 1

e2µ − 1

)]
. (2.101)

Выражение (2.100) служит обобщением (2.24) на случай тороидальной геомет-
рии. В тех задачах, где равновесие плазмы считается статическим, тороидаль-
ные эффекты несущественны, а профиль тока в плазме можно положить одно-
родным, они совпадают. О величине ψb уже говорилось, а новым по сравнению
с (2.24) является слагаемое с ΔK cos θ, описывающее радиальное смещение гра-
ницы плазмы.

Ещё одно отличие (2.100) от (2.24) проявляется и в цилиндрическом преде-
ле, оно связано с присутствием в (2.100) величины db, влияющей на амплитуду
квадрупольной гармоники. Важно, что db ̸= 0 при неоднородной вытянутости
магнитных поверхностей вблизи границы плазмы, которая зависит от распре-
деления тока jζ(r, z) в сечении шнура. Напомним, что (2.24) справедливо лишь
при jζ = const, соответствующем K = const и db = 0 [55, 74–77, 85, 97–101]. На-
ши равенства (1.65) и (1.73) получены без такого упрощения. Следовательно, и
итоговое соотношение (2.100) годится при любой зависимости jζ(r, z).

Наше рассмотрение с учётом тороидальных эффектов подтверждает, что
цилиндрическая формула (2.24) верно воспроизводит основной эффект вытяну-
тости для плазмы с однородной плотностью тока. Если в (2.24) сделать замену

ϵb → ϵb + db, (2.102)

то этим решением можно будет пользоваться и для конфигураций с jζ ̸= const.
С этой простой операцией все результаты, полученные при решении статиче-
ских задач в [55,74–77,85,97–101], легко обобщаются на случаи с произвольными
профилями jζ в плазме. Величину db при этом можно выразить [163] через по-
лоидальную бэту βp, внутреннюю индуктивность плазмы ℓi и вытянутость Kb,
пользуясь стандартными вириальными соотношениями [139,163,164].

Решение (2.100) вместе с ψb, заданной равенством (2.84), даёт достаточную
информацию для описания реакции резистивной стенки на эволюцию равнове-
сия вытянутой тороидальной конфигурации. В соответствии со схемой [120], для
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получения уравнений на Δb(t) и ξ(t) нужно подставить (2.100) в интеграл (2.86),
который связывает амплитуды гармоник тока в стенке с решением внешней за-
дачи равновесия. Данные амплитуды вносят вклад в равенство (2.73), которое в
сочетании с (2.91) даёт нам ψw как функцию параметров плазмы: её тока J(t),
поперечных размеров b и Kb, а также горизонтального и вертикального смеще-
ний внутри стенки Δ(t) и ξ(t). Таким образом, метод [120] расширен нами на
случай некруглой конфигурации и позволяет аналитически описывать события
с dJ/dt ̸= 0 в различных комбинациях с VDE, радиальным смещением грани-
цы плазмы и перераспределением тока в плазме, вызывающем соответствующее
изменение db.

2.7. Выводы главы 2

В задачах магнитной диагностики и управления плазмой, а также при вы-
числении электромагнитной реакции стенки, требуется выделение из полного
вакуумного решения ψ парциальных вкладов ψpl и ψext. Сложности этой про-
цедуры в цилиндрических подходах с (2.24) известны. В работах [85, 100, 102]
функция ψpl выделялась как часть ψ, убывающая на бесконечности, но таким
образом ψpl можно определить лишь с точностью до произвольной константы.
Действительно, прибавляя к ψpl некоторое число и вычитая его же из ψext, мы
не нарушим равенства ψ = ψpl + ψext. Эта неопределённость в [85, 100, 102] не
упоминалась, однако её и невозможно разрешить в рамках модели для прямой
системы.

В нашей модели выделение вкладов ψpl и ψext из полного решения ψout

происходит ещё на этапе получения общего электромагнитного равенства (1.16).
Его использование вместо (2.12) с учётом внешних токов интегралом в (2.45)
полностью устраняет неопределённость в выборе констант, вносящих вклад в
ψb, и гарантирует точное вычисление ψpl вне плазмы и ψext внутри неё. Полу-
чаемая таким образом величина ψb является минимальным необходимым до-
полнением к стандартным методам теории равновесия для её расширения на
случай динамических процессов.

Точное значение константы ψb даётся формулой (2.84), которая отлича-
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2.7. Выводы главы 2

ется от значений, предписываемых константе в [55, 74–77, 85, 97–101], тем, что
корректно учитывает вклады от тока плазмы J , токов в стенке Jw и внешних
источниках. Формула (2.84) и её более точная версия (2.90) также обобщают из-
вестный результат (105) в [120], полученный для круглых тороидальных плазмы
и стенки, на случай конфигурации с некруглыми сечениями.

Коэффициенты L и Lw, стоящие при J и Jw в (2.84), явно содержат конеч-
ные размеры вытянутых плазмы и стенки: их большие радиусы Rpl и Rw, малые
полуоси эллипсов b и bw, а также вытянутости Kb и Kw. Это значительный шаг
вперёд как по сравнению с цилиндрическими моделями [55, 74–77, 85, 97–101],
где естественно отсутствуют Rpl и Rw, так и с простыми кольцевыми моде-
лями [39, 67–70], в которых полагается b = bw = 0. Таким образом, наше ре-
шение (2.100) с ψb, определяемым из (2.84), представляет основу для анализа
переходных процессов с одновременным учётом тороидальности плазмы, вы-
тянутости её сечения, неоднородности профиля тока внутри и динамической
реакцией резистивной стенки токамака. С таким сочетанием эффектов задача
равновесия не рассматривалась в рамках существующих аналитических под-
ходов [39, 55, 67–70, 74–77, 85, 97–101], но теперь для этого развит достаточный
инструментарий.

Для покрытия сценариев с эволюцией равновесия главным элементом ста-
новится выражение (2.73) для полоидального потока ψw, производимого тока-
ми, наведёнными в стенке. Вместе со вспомогательным уравнением (2.86) и вы-
ражением (2.84) для константы ψb, этот результат является основным во второй
главе. Здесь он получен путём прямого вычисления интеграла в (2.45) по кон-
туру стенки с применением техники, развитой в главе 1. Вместе с (2.100) и
(2.84), формулы (2.73) достаточно для получения уравнений движения плазмы
при dJ/dt ̸= 0, подобных представленному в [120] уравнению (110). Необходи-
мо лишь вычислить интегралы в (2.86) с подстановкой (2.100) и (2.84), чтобы
превратить (2.73) в явную функцию положения и формы плазмы, а также её
тока J(t).
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3. Собственные моды тороидального тока индукции в

вакуумной камере токамака с некруглым сечением

Выражение (2.73) в предыдущей главе было получено с помощью пред-
ставления подынтегральной функции в виде ряда Фурье (2.70), что особенно
удобно в задачах, связанных с вычислением криволинейных интегралов, см.,
например, [119,125,165]. При использовании данного приёма естественно возни-
кает вопрос, какое минимальное число слагаемых в разложении (2.70) можно
оставить, чтобы обеспечить требуемую точность вычислений. Напомним, что
при выводе (2.73) мы удержали в (2.70) лишь 3 гармоники тока: симметричную
(m = 0), дипольную (m = 1) и квадрупольную (m = 2), где m — полоидальное
волновое число. Такой выбор был обусловлен тем, что те же гармоники присут-
ствуют и в полном внешнем потоке (1.73), частью которого является функция
ψw. Подобное объяснение, очевидное с математической точки зрения, исполь-
зовалось и в [119, 120], но с двумя гармониками. При этом согласие результа-
тов [119,120] с численным моделированием сил на стенку [49,50] подсказывает,
что возможность удержания в бесконечной сумме (2.70) всего нескольких чле-
нов без ущерба для точности должна следовать из первых принципов.

Проблема минимизации количества необходимых элементов при описании
токов в стенке имеет практическое значение для множества задач, в которых
вакуумная камера является неотъемлемым элементом. Примерами служат тео-
рия медленных винтовых мод (RWM), выделение поля наведённых токов в дан-
ных магнитной диагностики, анализ динамического равновесия при переходных
процессах и оценка возникающих при этом электромеханических сил, действу-
ющих на стенку [49,51,52,57,59,62,63]. Во всех этих приложениях требуется на-
дёжное знание тока jw, но ввиду сложной структуры основного объекта (стенки)
в расчётах обычно применяются те или иные способы дискретизации. Так, при
аксиальной симметрии используется представление стенки в виде набора коль-
цевых проводников (филаментов) [36, 60, 62–65, 68, 69, 111, 112, 117, 130, 166, 167].
Этот метод сводит закон Ома (2.2) с законом Фарадея (2.3) к системе уравнений
Кирхгофа с числом неизвестных N , равным количеству филаментов. Известны
варианты с выбором N от всего двух [68,69], что является радикальным переу-
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3.1. Интегральная формулировка уравнения динамики токов индукции в стенке

прощением, до 830 в численном коде TSC [36]. Ясно, что при больших N метод
филаментов неприемлем для аналитических вычислений.

Альтернативный подход был предложен в работе [111] и состоит в раз-
ложении вектора jw по системе «элементарных» токов, распределённых по по-
лоидальному углу с различными периодами — так называемых собственных
мод тока индукции, впоследствии интегрированных в электромагнитные коды
STARWALL [168] и CARIDDI [51, 58]. Основное преимущество такого описа-
ния по сравнению с моделью филаментов состоит в том, что одна мода мо-
жет полностью определять реакцию всей вакуумной камеры. Так, численное
моделирование VDE в токамаке ИТЭР [111] показало, что для довольно точ-
ного описания динамики тока в стенке достаточно всего трёх гармоник. Этот
результат, подтвержденный более поздними исследованиями [51, 58, 59], пока-
зывает перспективу для простого (по сравнению с многомерными векторами
[36, 60, 62–65, 68, 69, 111, 112, 117, 130, 166, 167]) и достаточно точного описания
тока в стенке jw и создаваемого им поля Bw.

Целью третьей главы является аналитическая реализация результата [111]
и нахождение полоидальных мод тока индукции в тороидальной вакуумной ка-
мере с учётом её резистивности. Определяющее их уравнение сформулировано
здесь путём преобразования формулы Био-Савара-Лапласа (1.7) с законами
Ома (2.2) и Фарадея (2.3) к интегральному уравнению, описывающему эво-
люцию поверхностной плотности тока в тонкой проводящей оболочке. Реше-
ние уравнения производится аналитически с помощью развитой в предыдущих
главах техники вычисления интегралов с функцией Грина (1.18) и стандартных
математических методов. Сечение камеры при этом полагается эллиптическим,
но теперь мы не делаем ограничений на число слагаемых в Фурье-разложении
подынтегральной функции, как во второй главе. Вместо этого рассматривается
спектральная задача для полной системы собственных функций наведённого
тока и определяются характерные времена затухания его полоидальных мод.
Последнее необходимо для выделения наиболее долгоживущих мод и оценки
числа их минимального количества для описания тока в различных приложе-
ниях.
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3.1. Интегральная формулировка уравнения динамики токов

индукции в стенке

Как и в прошлой главе, будем считать стенку вакуумной камеры токама-
ка полой тороидальной оболочкой большого радиуса Rw, малого радиуса bw и
толщиной dw ≪ bw. В цилиндрических координатах (r, ζ, z), связанных с глав-
ной осью тора, форму поперечного сечения стенки зададим уравнением эллипса
(1.1), но с заменой там {Rpl, b,Kb} → {Rw, bw, Kw}, где Kw — отношение боль-
шой и малой полуосей Sw (вытянутость), см. Рис. 7.

Рис. 7. Схематический вид вакуумной камеры токамака в поперечном сечении. Здесь Sw — внутренняя

тороидальная поверхность стенки, Rw — её большой радиус, bw — малый радиус, Kw — вытянутость, а dw

— толщина. Сокращениями pl и ec обозначены плазмы и внешние катушки.

В предположении об аксиальной симметрии системы плотность тока мож-
но записать в следующей бездивергентной форме

2πj = ∇I ×∇ζ − r2∇ζdiv
∇ψ
µ0r2

. (3.1)

Это равенство получается прямой подстановкой в закон Ампера (1.4) смешан-
ного представления магнитного поля (1.14). Формула (3.1) фактически груп-
пирует величины (jζ , ψ) и (jp, I) в независимые пары функций, что позволяет
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находить тороидальные и полоидальные токи jζ = j ·eζ и jp = j− jζeζ отдельно
друг от друга [119,120,156].

Обсуждение полоидальных токов индукции в стенке можно найти в рабо-
тах [47,126,155,156], а здесь, как и прежде, мы сосредоточимся на функции jwζ .
Поскольку в этой работе мы рассматриваем относительно медленные процессы,
временной масштаб которых определяется резистивным временем стенки (2.65),
мы можем пренебречь скин-эффектом и считать ток в стенке jwζ однородным
по толщине. В таком случае jwζ удобно задать в виде

jwζ (r) = iwζ (ℓ)|∇a|δ(a− aw), (3.2)

где a — потоковая координата, задающая поверхность Sw уравнением aw(r) =

const, а ℓ — переменная длина дуги полоидального сечения Sw. Величина iwζ

имеет смысл поверхностного тока и связана с обычной плотностью соотноше-
нием

iwζ (ℓ) =

aw+δa∫
aw

jwζ (r)
da
|∇a|

=

dw∫
0

jwζ (r)dℓ⊥ = jwζ (ℓ)dw(ℓ), (3.3)

где интегрирование проводится по тонкому слою толщиной dw(ℓ) = δa/|∇a|.
Продифференцируем закон Био-Савара-Лапласа (2.66) по t с учётом (3.3)

и закона Ома для поверхностного тока

iwζ = −σdw
2πr

∂ψ

∂t

∣∣∣∣
w

, (3.4)

где полный поток ψ = ψs + ψw включает собственный индуктивный поток ψw

и вклады от внешних источников (s = source)

ψs = ψpl + ψec. (3.5)

Результатом является интегральное уравнение

iwζ
σdw

+
µ0
r

∮
w

G(ℓ; ℓw)
∂iwζ
∂t

dℓw = − 1

2πr

∂ψs

∂t

∣∣∣∣
w

, (3.6)

где все величины являются функциями ℓ, а G — уже известная тороидальная
функция Грина (1.18). Пример численного решения этого уравнения можно
найти в [169] для токамака ETE.
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С общефизической точки зрения (3.6) представляет собой закон Кирхго-
фа, записанный для резистивной вакуумной камеры. Первое слагаемое в левой
части (3.6) имеет смысл омического члена, ответственного за джоулево зату-
хание наведённого тока в стенке, а слагаемое с интегралом описывает эффект
самоиндукции. В правой части (3.6) находится ЭДС индукции, возбуждающая
в тороидальной оболочке вихревой ток. Дополненное начальным условием

iwζ (ℓ, t)|t→+0 = iw0 (ℓ), (3.7)

уравнение (3.6) полностью описывает эволюцию продольных токов индукции в
стенке токамака.

Как мы впоследствии убедимся, для аналитических расчётов интеграль-
ное уравнение (3.6) оказывается более удобным по сравнению с «дифференци-
альным» способом вычисления iwζ [170–176], основанном на решении уравнения
(2.7) в области внутри и снаружи Sw с условием сшивки

µ0σdw
∂ψ

∂t

∣∣∣∣
w

= ⟨nw · ∇ψw⟩, (3.8)

где угловые скобки означают скачок величины при переходе через Sw, а nw =

∇a/|∇a| — единичный вектор внешней нормали к ней. Здесь это условие запи-
сано для полоидального потока ψw, тогда как в [170,171] неизвестной является
тороидальная компонента вектор-потенциала Aζ = ψ/(2πr), а в [172–176], где
также учтены полоидальные токи в стенке jwp , скалярный потенциал магнитного
поля в вакууме φ. Фактически, использование (3.8) является частью нахожде-
ния ψ̇w, которое затем нужно подставлять в (3.4). В то же время уравнение
(3.6) позволяет найти iwζ на стенке без необходимости вычислять полоидальный
поток в вакууме, а присутствие в нём функции Грина (1.18) позволяет решить
задачу с помощью методов, развитых в предыдущих главах.

3.2. Учёт сингулярности на контуре интегрирования Sw в урав-

нении (3.6)

Прежде при вычислении интегралов с функцией Грина по полоидальному
контуру точка наблюдения r находилась внутри, либо вне области интегриро-
вания с rv, что исключало появление особенности под интегралом. Теперь же,
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3.2. Учёт сингулярности на контуре интегрирования Sw в уравнении (3.6)

когда и искомая функция iwζ (ℓw), и интегрирование определены на одной и той
же поверхности Sw, подынтегральное выражение в (3.6) проходит через особую
точку r = rw функции G(r; rw). Из-за этого интеграл в (3.6), строго говоря,
расходится, поэтому при дальнейших преобразованиях мы будем понимать его
в смысле главного значения

Pw∫
0

G(ℓ; ℓw)f(ℓw)dℓw = lim
ε→0

 ℓ−ε∫
0

+

Pw∫
ℓ+ε

G(r; rw)f(rw)dℓw, (3.9)

где Pw — длина контура. Последнее равенство справедливо, так как в пределе
ε→ 0 стремится к нулю интеграл

Iε ≡
ℓ+ε∫

ℓ−ε

G(r; rw)f(rw)dℓw, (3.10)

где f(rw) ≡ ∂ti
w
ζ (rw) — непрерывная на Sw функция. Подобное определение ин-

теграла использовалось во множестве работ, посвящённых численному вычис-
лению наведённых токов в стенке [169, 177–179], и восходит к проблеме поста-
новки краевых задач в классической электродинамике [143, 144]. Для полноты
изложения докажем, что lim

ε→0
Iε = 0.

Выделим сингулярность функции Грина G, которая заключена в знаме-
нателе 1/|r− rw| в (1.18). Для этого разложим эту функцию по тороидальным
гармоникам в цилиндрических координатах [180]

1

|r− rw|
=

1

π
√
rrw

∞∑
n=−∞

Qn−1/2(χ)e
in(ζ−ζw), (3.11)

где

Qn−1/2(χ) ≡
1

2
√
2

2π∫
0

cosnu√
χ− cosu

du (3.12)

— функции Лежандра второго рода полуцелого порядка, χ ≡ 2/k2 − 1 > 1, а k
определена равенством (2.37). Таким образом, в точке k = 1, соответствующей
пределу (rw, zw) → (r, z), функции Лежандра имеют особенность. Последняя,
как было показано в [176], при любом значении тороидального числа n имеет
логарифмическую асимптотику

Qn−1/2(χ) = cn(k) + ln
k√

1− k2
. (3.13)
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Здесь cn = (−1)nIn + ln(1 + 1/k) — функция, регулярная при k = 1, а

In ≡
π/2∫
0

cos 2nu− (−1)n sinu√
1− k2 sinu

du. (3.14)

Подстановка (3.11) и (3.13) в определение (1.18) даёт представление функ-
ции Грина

G(r; rw) =

√
rrw
2π

[
c1 +

1

2
ln

4rrw
(r − rw)2 + (z − zw)2

]
(3.15)

с явно выделенной сингулярной частью. Соответственно, абсолютная величина
(модуль) интеграла (3.10) удовлетворяет неравенству треугольника

|Iε| ≤ I1ε + I2ε , (3.16)

где

I1ε ≡
ℓ+ε∫

ℓ−ε

√
rrw
2π

∣∣∣∣(c1 + ln

√
rrw
Rw

)
f(ℓw)

∣∣∣∣ dℓw < M1

ℓ+ε∫
ℓ−ε

dℓw = 2M1ε→ 0 (3.17)

при ε→ 0. Здесь M1 <∞ — максимальное значение подынтегральной функции
на контуре Sw, конечное в силу её непрерывности. Второе слагаемое в (3.10)

I2ε ≡
ℓ+ε∫

ℓ−ε

√
rrw
2π

ln
2Rw√

(r − rw)2 + (z − zw)2
|f(ℓw)|dℓw (3.18)

также стремится к нулю, что нетрудно показать с помощью замены переменной
Δℓ = ℓw − ℓ ∈ [−ε; ε]. Тогда, линеаризуя переменные rw и zw по Δℓ, получаем

I2ε < 2M2

ε∫
0

ln
2Rw√
gℓℓΔℓ

d(Δℓ) = 2M2ε

(
ln

2Rw√
gℓℓε

+ 1

)
→ 0, (3.19)

где M2 = max
Sw

[
√
rrw|f(ℓw)|/(2π)] <∞, а gℓℓ ≡ (∂ℓr)

2+(∂ℓz)
2 — метрический ко-

эффициент в точке Δℓ = 0. Таким образом, Iε = 0 при ε→ 0, что и требовалось
доказать.

3.3. Решение уравнения (3.6) с помощью теоремы Гильберта-

Шмидта

С учётом равенства (3.9) уравнение (3.6) можно свести к уравнению Фред-
гольма 2-го рода с постоянными коэффициентами и симметричным ядром, ко-
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3.3. Решение уравнения (3.6) с помощью теоремы Гильберта-Шмидта

торое решается методом Гильберта-Шмидта [181–186]. Для этого применим к
(3.6) преобразование Лапласа

I(s) + sτw

∮
w

h
G

Rwbw
I(s)dℓw = I0 −

σdw
2πr

Ψ(s) (3.20)

где I(ℓ, s) ≡ L{iwζ (t)} — изображение искомой функции тороидального тока
(не путать с полным полоидальным током), резистивное время определено как
τw = µ0σ0bwd0 со средними по сечению проводимостью σ0 и толщиной d0,

h(ℓ) ≡ Rw

σ0d0

σ(ℓ)dw(ℓ)

r(ℓ)
(3.21)

— безразмерная весовая функция, а Ψ(s) — образ функции источника. Здесь
мы воспользовались свойством L{∂iwζ /∂t} = sL{iwζ } − iw0 , поэтому слагаемое

I0(ℓ) ≡ τw

∮
w

h(ℓ)
G(ℓ; ℓw)

Rwbw
iw0 (ℓw)dℓw (3.22)

представляет собой действие интегрального оператора на начальное условие
(3.7).

По теореме Гильберта-Шмидта интеграл с функцией Грина, обладающей
симметрией по переменным ℓ и ℓw, раскладываются в абсолютно и равномерно
сходящийся ряд Фурье [181–186]∮

w

h(ℓ)
G(ℓ; ℓw)

Rwbw
I(ℓw, s)dℓw =

∞∑
m=0

(I,Xm) 1
h

Xm(ℓ)

λm
, (3.23)

где скобки (∗, ∗) 1
h

означают взвешенное скалярное произведение

(f, g) 1
h
≡ 2

Pw

∮
w

f(ℓ)g(ℓ)
dℓ
h(ℓ)

(3.24)

на контуре длиной Pw, а Xm — полная ортогональная система функций, удо-
влетворяющих спектральной задаче

Xm(ℓ) = λm

∮
w

h(ℓ)
G(ℓ; ℓw)

Rwbw
Xm(ℓw)dℓw (3.25)

с характеристическими числами λm и нормировкой ||Xm||2 = (Xm, Xm) = 1.
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Аналогично раскладываются стоящие в правой части уравнения (3.20)
слагаемые

I0 = τw

∞∑
m=0

(iw0 , Xm) 1
h

Xm(ℓ)

λm
, (3.26)

и
σdw
2πr

Ψ(s) =
∞∑

m=0

(
σdw
2πr

Ψ, Xm

)
1
h

Xm(ℓ). (3.27)

С этими подстановками решением уравнения (3.20) относительно I является

I(ℓ, s) = τw

∞∑
m=0

(
iw0 − λm

τw

σdw
2πr

Ψ, Xm

)
1
h

Xm(ℓ)

λm + sτw
. (3.28)

Укажем, что здесь исправлена опечатка, допущенная в формуле (69) в [133].
Оригинал (3.28) даёт нам искомую функцию поверхностного тока в виде раз-
ложения по собственным модам

iwζ (ℓ, t) =
∞∑

m=0

(im, Xm) 1
h
Xm(ℓ), (3.29)

где определены характерные времена затухания слагаемых

τm ≡ τw
λm

, (3.30)

а

im(ℓ, t) = iw0 (ℓ)e
−t/τm − σdw

2πr

t∫
0

ψ̇s(ℓ, τ)e(τ−t)/τm
dτ
τm

(3.31)

— их амплитуды, зависящие от времени.
Функции Xm(ℓ), входящие в (3.29), по построению являются собственны-

ми решениями однородного уравнения (3.6) с начальным условием (3.7) и дают
удобный базис для описания поверхностного тока iwζ (ℓ, t) в произвольный мо-
мент времени. Формула (3.29) есть, таким образом, обобщенный ряд Фурье и в
этом смысле даёт ожидаемое представление периодической на замкнутом кон-
туре функции iwζ (ℓ, t). С другой стороны, метод разложения тока по системе
ортогональных базисных функций успешно применяется и в непериодических
структурах [187,188].

Заметим, что приведённые здесь преобразования опираются на стандарт-
ные методы теории интегральных уравнений [181–186] и даны для последова-
тельного вывода (3.29) с промежуточным уравнением (3.25). Его решение требу-
ется далее для нахождения явного вида Xm(ℓ) и характерных времён затухания
τm собственных мод резистивной стенки токамака.
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3.4. Аналитическое нахождение собственных мод тока в стенке с эллиптическим сечением

3.4. Аналитическое нахождение собственных мод тока в стенке

с эллиптическим сечением

Как и прежде, мы рассматриваем токамак с аспектным отношением по-
рядка Rw/bw = 3 и более, чтобы линеаризовать ядро интегрального уравнения
(3.25) по малому параметру (2.78). Тогда спектральная задача (3.25) преобра-
зуется к виду

√
rXm = λm

Pw∫
0

(
G0 −

x+ xw
4π

)
√
rwXm(ℓw)

dℓw
Rwbw

, (3.32)

где G0 — уже упоминавшаяся цилиндрическая аппроксимация (1.41) функции
Грина с локальной абсциссой x ≡ Rw−r. Для простоты мы полагаем, что стенка
имеет постоянные толщину и проводимость, поэтому весовой множитель (3.21)
в (3.25) принимает вид h(ℓ) = Rw/r(ℓ).

Чтобы решить уравнение (3.32) с помощью ранее развитой техники, нуж-
но представить функцию Грина в виде ряда Фурье по полоидальному парамет-
ру

ϑw ≡ 2π
ℓ

Pw
. (3.33)

Для этого зададим эллиптический контур стенки простой параметризацией
x = bw cosϑw и z = Kwbw sinϑw и используем формулу (1.59) с η = 1. Тогда
уравнение (3.32) превращается в формальное равенство√

r

Rw

Xm

λm
= C0α0 − C+

1

εw
2

+
(
C+

1 α
+
1 − C0

εw
2

)
cosϑw+

+
∞∑
k=1

[C+
k+1α

+
k+1 cos(k + 1)ϑw + C−

k α
−
k sin kϑw], (3.34)

где
α0 ≡ ln

16Rw

bw(Kw + 1)
− 2, (3.35)

α±
k ≡ 1

k

[
1±

(
1−Kw

1 +Kw

)k
]

(3.36)

79



3.4. Аналитическое нахождение собственных мод тока в стенке с эллиптическим сечением

— геометрические факторы, зависящие от малого радиуса стенки bw и её вытя-
нутости Kw, а

C+
k ≡ Pw

4π2bw

2π∫
0

Xm(ϑw) cos kϑwdϑw, (3.37)

C−
k ≡ Pw

4π2bw

2π∫
0

Xm(ϑw) sin kϑwdϑw. (3.38)

— неизвестные коэффициенты. Чтобы их вычислить, проинтегрируем (3.34)
почленно с весами 1, cos kϑw и sin kϑw. В результате получим систему урав-
нений

(E − λmA)x = 0, (3.39)

где E — единичная матрица, x ≡ [C0 C
+
1 C−

1 · · · C+
k C−

k · · · ]T — вектор-столбец,
а

A =
L

4πbw


2α0 −εw 0

−εw/2 α+
1 0

0 0 D

 (3.40)

— матрица с диагональным блоком D = diag{α−
1 , α

+
2 , α

−
2 , . . . , α

+
k , α

−
k , . . .}.

Система (3.39) имеет нетривиальные решения только при условии det(E−
λmA) = 0, представляющем собой дисперсионное соотношение[(

2πbw
α0L

− λm

)(
4πbw
α+
1 L

− λm

)
− ε2w

2
λ2m

]∏
k≥1

(
4πbw
α−
k L

− λm

)(
4πbw
α+
k+1L

− λm

)
= 0.

(3.41)
Каждому из его решений соответствует некоторый корень x системы (3.39),
а значит, конкретная функция

√
rXm, определяемая равенством (3.34). Напри-

мер, в пренебрежении поправками порядка ε2w первым решением (3.41) является

λ0 =
4πbw
L

·
2α0 + α+

1 −
√(

2α0 − α+
1

)2
+ 2ε2w

4α0α
+
1 − ε2w

≃ 2πbw
α0L

, (3.42)

и соотношение (3.34) принимает вид

X0(ϑw) =
1√

2(1− εw cosϑw)

[
1− εw

2α0 − α+
1

cosϑ

]
. (3.43)

Второму решению уравнения (3.41)

λ1 =
4πbw
L

·
2α0 + α+

1 +
√(

2α0 − α+
1

)2
+ 2ε2w

4α0α
+
1 − ε2w

≃ 4πbw
α+
1 L

, (3.44)
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3.4. Аналитическое нахождение собственных мод тока в стенке с эллиптическим сечением

согласно равенству (3.34), отвечает собственная функция

X+
1 (ϑw) =

1√
1− εw cosϑw

[
cosϑw +

εw
2(2α0 − α+

1 )

]
, (3.45)

а решениям следующих порядков λm = 4πbw/(α
+
mL) приm > 1 и λm = 4πbw/(α

−
mL)

при m ≥ 1, аналогично, функции

X+
m(ϑw) =

cosmϑw√
1− εw cosϑw

(3.46)

и
X−

m(ϑw) =
sinmϑw√

1− εw cosϑw
. (3.47)

Нетрудно убедиться, что система функций X±
m ортогональна на Sw и с точно-

стью до квадратичных по εw членов удовлетворяет нормировке ||Xm|| = 1.
Поскольку функцию Грина в (3.32) мы раскладывали по малому пара-

метру εw, то и в формулах для Xm достаточно ограничиться линейным по εw
приближением. Как следствие, полоидальная мода m = 0 имеет вид

X0(ϑw) =
1√
2

(
1 +

fw − 1

2fw
εw cosϑw

)
, (3.48)

где зависящий от Kw параметр

fw ≡ 2α0 − α+
1

2
= ln

16Rw

bw(Kw + 1)
− 2Kw + 3

Kw + 1
(3.49)

слабо меняется от 0.68 до 0.44 при εw = 1/3 и характерных для реальных
установок значениях вытянутости 1 < Kw < 2. Характерное время затухания
нулевой (симметричной) моды, получаемое подстановкой λ0 в (3.30) с учётом
(3.35), при этом совпадает с (2.92).

Аналитические выражения (3.45), (3.46) и (3.47) для мод более высокого
порядка удобно разделить на симметричные (относительно замены ϑw → −ϑw)

X+
1 (ϑw) = cosϑw +

εw
4

(
fw + 1

fw
+ cos 2ϑw

)
, (3.50)

X+
m(ϑw) = cosmϑw +

εw
4
[cos(m− 1)ϑw + cos(m+ 1)ϑw], m > 1 (3.51)

и антисимметричные

X−
m(ϑw) = sinmϑw +

εw
4
[sin(m− 1)ϑw + sin(m+ 1)ϑw], m > 0, (3.52)
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т.е. сдвинутые относительно (3.51) на π/2 по ϑ. Собственные времена затухания
гармоник X+

m и X−
m с m > 0 даются формулой (3.30) с подстановкой λ+m или λ−m,

τ±m =
τw
2m

√
K2

w + 1

2

[
1±

(
1−Kw

1 +Kw

)m]
, (3.53)

где знак «плюс» выбирается для симметричных мод, а «минус» — для анти-
симметричных. Это соотношение дополняет ранее полученный результат (2.92),
определяющей время затухания нулевой моды X0(ϑw).

3.5. Обсуждение результатов

Выражения (3.48) и (3.50)-(3.52) определяют базисные функции в раз-
ложении (3.29), представляющем общее решение уравнения динамики тока в
стенке (3.6). Влияние её формы на зависимость функций (3.48) и (3.50)-(3.52)
от длины дуги ℓ в нашей задаче характеризуется всего двумя параметрами:
аспектным отношением εw и вытянутостью Kw вакуумной камеры.

Учёт тороидальности, связанный с удержанием слагаемых порядка εw в
(3.48) и (3.50)-(3.52), приводит к зацеплению соседних мод, что проявляется
в генерации гармоник-сателлитов m ± 1 вдобавок к основной m-ой моде. Эти
дополнительные гармоники модулируют амплитуду полоидального распределе-
ния тока: величина тока iwζ оказывается несколько выше на внутренней стороне
тора, где ϑw мало, и меньше на внешней при ϑw = π. Количество и положе-
ние нулей, как следует из аналитических выражений для X±

m(ϑw), совпадает с
предсказаниями численного моделирования, выполненного для стенок токама-
ка DIII-D [173], см. там рис. 2, ИТЭР [111], см. там рис. 5, и COMPASS-U [51],
см. там рис. 5.

Подстановка (3.48) и (3.50)–(3.52) в (3.29) позволяет найти распределе-
ние iwζ (ℓ, t) в произвольный момент времени t. Амплитуда iwζ (ℓ, t), как следует
из (3.31), определяется временам жизни собственных мод τm, которые дают-
ся формулами (2.92) и (3.30). Их величина убывает обратно пропорционально
полоидальному номеру m. Заметим, что по сравнению со значением

τ circ
m =

τw
2m

(3.54)
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для круглой камеры, известным в теории RWM [119,134,171,176] и содержащим-
ся в (3.53) как частный случай при Kw = 1, времена τ±m увеличиваются за счёт
вытянутости вакуумной камеры. Кроме того, их величина теперь различается
для симметричных и антисимметричных мод, см. Рис. 8.

Рис. 8. Времена затухания собственных мод вакуумной камеры в зависимости от полоидального номера m

при Kw = 2 в единицах τw. Синие стобцы соответствуют τ+m, вычисленным по формуле (3.53) со знаком

«+» там, а зелёные — со знаком «−». Для сравнения оранжевой диаграммой с точками показано время

τ circ
m /τw = 1/(2m).

Знание констант времени τ±m необходимо для выделения наиболее долго-
живущих мод в общем решении (3.29). При этом точное число и номера мод,
которые необходимо сохранять в (3.29), зависит от конкретных сценариев. На-
пример, всего две моды, m = 0 и симметричная m = 1, хорошо определяют
реакцию стенки круглого сечения на смещение плазмы по большому радиу-
су [119, 120], и три — антисимметричные c m = 1 ÷ 3 — на VDE с изменением
формы шнура в токамаке ИТЭР [111]. В случае VDE с однородным вертикаль-
ным смещением главной является антисимметричная m = 1 гармоника, см.
расчёты для токамака CFETR [33]. Cтоль малое число собственных мод стен-
ки, необходимых для правильного описания её реакции, объясняется быстрым
падением времени жизни моды τ±m с увеличением номера m.

В Табл. 3 приведены значения τ±m, найденные аналитически с помощью
(3.53) и численно для стенок токамаков RTO/RC-ITER в варианте Low Aspect-
ratio Machine (LAM) и COMPASS-U [51, 111]. Для оценки константы τw =

11.73мс камеры COMPASS-U мы использовали следующие параметры [189]:
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Rw = 0.94м, bw = 0.39м, Kw = 1.93, σ = 7.3 × 106 См/м и dw = 0.94мм. В то
же время в [111] времена τ±m вычислены для стенки RTO/RC-ITER без указания
её проводимости и толщины, поэтому мы приводим только отношения времён
τ±m/τ

±
1 отдельно для симметричных и антисимметричных мод. Как мы видим,

формула (3.53) ухватывает тенденцию к уменьшению времени жизни моды с
ростом m и качественно согласуется с численными расчетами, см. Рис. 9. За-
метное отличие возникает только при сравнении τ−1 /τ0, для которой аналитика
даёт значение, завышенное на 36% для RTO/RC-ITER и 35% для COMPASS-U

COMPASS-U RTO/RC-ITER (LAM)

τm, мс Числ. [51] Аналит. Mode # [111] τm/τ0 Числ. [111] Аналит.

τ0 15 14.35 1 τ0, ms 536 —

τ+1 5.4 6.15 3 τ+1 /τ0 0.39 0.43

τ−1 8.1 11.87 2 τ−1 /τ0 0.55 0.86

τ+2 3.8 4.96 4 τ+2 /τ0 0.30 0.36

τ−2 4.1 4.05 5 τ−2 /τ0 0.28 0.29

τ+3 2.9 2.91 7 τ+3 /τ0 0.20 0.21

τ−3 2.7 3.10 6 τ−3 /τ0 0.20 0.22

Таблица 3. Константы времени τ±m, рассчитанные аналитически с помощью (3.53) и численно для стенки

токамаков RTO/RC-ITER [111] и COMPASS-U [51].

Рис. 9. Сравнение отношения времён τ±m/τ0, рассчитанных аналитически с помощью (3.53) и численно для

стенки токамака COMPASS-U [51] и RTO/RC-ITER [111], см. Табл. 3.

Данные сравнения представляют весьма хороший результат для аналити-
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ки, учитывая, что наши построения были выполнены в модели стенки с боль-
шим аспектным отношением и эллиптическим сечением. Такое приближение
сильно отличается от вакуумных камер токамаков RTO/RC-ITER (LAM) и
COMPASS-U. В первую очередь, аспектное отношение A = Rw/bw у стенок
RTO/RC-ITER (LAM) и COMPASS-U невелико и равно 2 и 2.4, тогда как лине-
аризация функции Грина по параметру εw = bw/Rw в (3.32) достаточно точна
при A > 3. Во-вторых, камеры RTO/RC-ITER (LAM) и COMPASS-U обладают
довольно сложной структурой: стенка RTO/RC-ITER (LAM) является двойной,
а камера COMPASS-U имеет вид D-образного шестиугольника с многочислен-
ными портами. Поэтому полезным было бы сравнение с численными расчётами
собственных мод в стенке, подобной рассматривавшейся в этой главе.

Для этого разобьём вакуумную камеру, сечение которой описывается урав-
нением эллипса, на N = 360 кольцевых филаментов. Каждый филамент пред-
ставляет собой кольцо с квадратным сечением, характеризуемым в цилиндри-
ческих координатах начальной и конечной точками (r1k, z1k) и (r2k, z2k), т.е.
левой нижней и правой верхней вершинами квадрата. Каждый такой элемент
индуктивно связан с остальными N − 1 проводниками, поэтому ток Jk в k-м
филаменте описывается стандартным законом Кирхгофа

LkJ̇k +RkJk = −
∑
j ̸=k

MkjJ̇j + Vk, (3.55)

где Lk и Rk — коэффицент самоиндукции и сопротивление филамента, Mkj

— коэффициент взаимоиндукции с j-м филаментом, а Vk — ЭДС, см. уравне-
ния (1) в [111] и (1) в [130]. Суммирование в правой части проводится по N

филаментам, так что (3.55) определяет систему линейных дифференциальных
уравнений.

Решением (3.55) при заданных матрицах L̂ = {Lk}360k=1, R̂ = {Rk}360k=1,
M̂ = {Mkj}360k=1,j=1 и известных Vk является N -мерный «вектор тока» x =

(J1, J2, ..., J360). В общем случае он может быть разложен по системе собствен-
ных векторов xm, которые имеют физический смысл собственных мод тока в
стенке. Процедура их численного определения описана в работе [111] с прило-
жениями к задачам устойчивости плазмы в токамаке ИТЭР. Для сравнения
с собственными решениями системы (3.55) аналитические результаты (3.48) и
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(3.50)-(3.52) необходимо также превратить в векторы тока, которые мы обозна-
чим как Xm.

Выражения (3.48) и (3.50)-(3.52) описывают угловую структуру токовых
мод, поэтому удобно связать филаменты с полоидальным углом

ϑk = arctg
z1k + z2k

Kw(r1k + r2k − 2Rw)
, (3.56)

определяющим положение центра k-го филамента. Переменная длина дуги ℓ,
служащая аргументом функций Xm(ℓ), связана с этим углом неполным эллип-
тическим интегралом второго рода

ℓ(ϑk) = KwbwE(ϑk, ew) ≡ bw

ϑk∫
0

√
K2

w − (K2
w − 1) sin2 ϑkdϑk, (3.57)

где ew =
√
1− 1/K2

w — эксцентриситет. Таким образом, каждой компоненте
360-мерного вектора Xm соответствует значение собственной функцииXm[ℓ(ϑk)]

в точке ϑk
Укажем, что данные компоненты имеют смысл величины поверхностной

плотности тока iwζ (ℓ) в k-м филаменте. Учитывая, что полный ток в нём связан
с iwζ равенством

Jk = iwζ [ℓ(ϑk)]ℓ
′(ϑk), (3.58)

где ℓ′(ϑk) = Kwbw

√
1− e2w sin2 ϑk, из функций Xm[ℓ(ϑk)] получаем систему соб-

ственных векторов тока в филаментах

Xm(ϑk) =

 Xm[ℓ(ϑk)]ℓ
′(ϑk)

max
1≤k≤360

|Xm[ℓ(ϑk)]ℓ′(ϑk)|


360

k=1

. (3.59)

Построенные таким образом «аналитические» собственные векторы тока Xm

аналогичны «численным»

xm =
xm(ϑk)

max
1≤k≤360

|xm(ϑk)|
, (3.60)

в которых xm определяется из системы уравнений (3.55). Заметим, что Xm

и xm могут быть определены лишь с точностью до коэффициента, поэтому в
(3.59) и (3.60) введена нормировка на единицу путём деления на максимальную
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компоненту вектора. Эти выражения готовы для прямого сравнения результа-
тов, найденных аналитически с помощью развитого нами метода и численно
в рамках подхода [111, 130]. Сравнение производится для двух конфигураций
вакуумных камер: Rw = 6.2 м, bw = 2 м и Kw = 1 (C1) и Rw = 6.2 м, bw = 2 м и
Kw = 2 (C2). Большой и малый радиусы здесь примерно соответствуют камере
токамака ИТЭР.

Сравнение (3.59) и (3.60) для первых четырёх мод с m = 0 − 3 в конфи-
гурации C1 представлено на Рис. 10. По горизонтальной оси отложена угловая
координата филаментов ϑk, меняющаяся от 0 при k = 1 до 2π при k = 360.
Ввиду достаточно большой мелкости разбиения стенки (N = 360) графики
представляют собой непрерывные линии. Структура моды, предсказываемая
аналитически по формуле (3.59), показана сплошной красной кривой, а числен-
ный результат (3.60) изображён синим пунктиром. Аналогичное сравнение, но
для старших мод m = 4− 7 приведено на Рис. 11.

Рис. 10. Полоидальная структура собственных мод тока m = 0− 3 в вакуумной камере С1 с большим ради-

усом Rw = 6.2 м, малым радиусом bw = 2 м и вытянутостью Kw = 1 (круглое сечение). Красным показана

аналитически предсказываемая структура моды (3.59), а синим численный результат (3.60). Верхний ряд

соответствует симметричным модам (относительно замены ϑk → −ϑk), а в нижнем изображены антисиммет-

ричные.

Для стенки с круглым сечением между графиками (3.59) и (3.60) имеется
почти полное совпадение, лишь с небольшим выступом X0(ϑk) (красный) отно-
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Рис. 11. Полоидальная структура собственных мод тока m = 4− 7 в вакуумной камере С1 с большим ради-

усом Rw = 6.2 м, малым радиусом bw = 2 м и вытянутостью Kw = 1 (круглое сечение). Красным показана

аналитически предсказываемая структура моды (3.59), а синим численный результат (3.60). Верхний ряд

соответствует симметричным модам (относительно замены ϑk → −ϑk), а в нижнем изображены антисиммет-

ричные.

сительно x0(ϑk) (синий) при m = 0. Все построенные кривые с хорошей точ-
ностью представляют собой обычные тригонометрические функции, но слегка
модулированные по амплитуде из-за тороидальности, см. поправку порядка εw в
(3.48) и (3.50)-(3.52). Столь высокое согласие между аналитическими и числен-
ными расчётами подтверждает правомерность использования предела большого
аспектного отношения в аналитических расчётах, а незначительные отклонения
обусловлены линейной аппроксимацией функции Грина в (3.32). Для полноты
мы приводим также сравнение времён τm на Рис. 12, где также достигается
согласие.

При учёте вытянутостиKw = 2 полоидальное распределение тока в стенке
заметно искажается, см. Рис. 13 и 14. В амплитудную модуляцию дополнитель-
ный вклад вносит произведение Xm[ℓ(ϑk)] на элемент длины стенки ℓ′(ϑk) в
(3.59). Также в структуре моды возникает заметная фазовая модуляция, свя-
занная с зависимостью натуральной координаты ℓ от угла ϑk предписываемой
(3.57). Здесь аналитическая теория таже оказывается в хорошем количествен-
ном согласии с численными расчётами, см. также сравнение τm на Рис. 15
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Рис. 12. Времена затухания собственных мод вакуумной камеры C1 в единицах τw. Синие стобцы соответ-

ствуют τ+m, вычисленным по формуле (3.53) со знаком «+» там, а зелёные — со знаком «−», а оранжевой

диаграммой с точками показаны численные предсказания τ±m.

Рис. 13. Полоидальная структура собственных мод тока m = 0 − 3 в вакуумной камере С2 с большим

радиусом Rw = 6.2 м, малым радиусом bw = 2 м и вытянутостью Kw = 2. Красным показана аналитически

предсказываемая структура моды (3.59), а синим численный результат (3.60). Верхний ряд соответствует

симметричным модам (относительно замены ϑk → −ϑk), а в нижнем изображены антисимметричные.

Отмеченное на Рис. 10 различие предсказаний амплитуды моды m = 0

из-за вытянутости камеры несколько увеличивается, см. Рис. 13. Также имеется
разница в оценке времени затухания антисимметричной моды τ−1 , для которой
аналитика даёт значение, завышенное на 31% по сравнению с численным. По-
добное отличие порядка 30% уже наблюдалось при сравнении с численными
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Рис. 14. Полоидальная структура собственных мод тока m = 4 − 7 в вакуумной камере С2 с большим

радиусом Rw = 6.2 м, малым радиусом bw = 2 м и вытянутостью Kw = 2. Красным показана аналитически

предсказываемая структура моды (3.59), а синим численный результат (3.60). Верхний ряд соответствует

симметричным модам (относительно замены ϑk → −ϑk), а в нижнем изображены антисимметричные.

Рис. 15. Времена затухания собственных мод вакуумной камеры C2 в единицах τw. Синие стобцы соответ-

ствуют τ+m, вычисленным по формуле (3.53) со знаком «+» там, а зелёные — со знаком «−», а оранжевой

диаграммой с точками показаны численные предсказания τ±m.

расчётами τ−1 для токамаков COMPASS-U и RTO/RC-ITER, что указывает на
ухудшение точности линеаризации функции Грина по малому параметру εw

в сильно вытянутых стенках. По видимости, причина в том, что на контуре
интегрирования теперь имеется точка (Rw, Kwbw), в окрестности которой отно-
шение локального малого радиуса к большому Kwbw/Rw = 2/3 уже не слишком
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мало. В то же время для всех остальных мод совпадение между кривыми для
(3.59) и (3.60) практически идеальное, что указывает на необходимость лишь
небольшого уточнения вычислений с функцией Грина в (3.25), а именно учёта
квадратичной поправки ε2w в разложении (1.40).

3.6. Выводы главы 3

В третьей главе получены выражения (3.48), (3.50)-(3.52) для собственных
мод тока в вытянутой тороидальной камере токамака. Они представляют собой
базисные функции в разложении тока (3.29), которое вместе с формулой для
амплитуд (3.31) и временами их затухания (2.92), (3.53) содержит полную ин-
формацию о распределении тока в стенке. Решением (3.29) и сопутствующими
результатами можно пользоваться как при моделировании реакции стенки на
переходные процессы, когда известно внешнее магнитное возмущение ψs, так и
при описании перераспределения тока после завершения переходного процесса.
Последнее особенно актуально в задачах вычисления сил на стенку при срывах,
поскольку известно, что амплитуда силы на стенку может быть значительной
уже после CQ и гибели разряда [40,51,52,57,117].

Ключевым достоинством разложения тока по системе собственных мод
является инвариантность последних относительно типа магнитного возмуще-
ния. Полоидальная структура мод (3.48), (3.50)-(3.52), а также константы вре-
мени (2.92), (3.53) определяются только параметрами стенки. В нашей задаче
это её резистивное время τw, зависящее от проводимости, толщины и малого ра-
диуса камеры, а также вытянутость её сечения Kw. Это делает развитый здесь
подход в определённой степени универсальным, поскольку его применение к
конкретным сценариям, таким как эволюция равновесия плазмы по большому
радиусу и VDE, в том числе в комбинации с TQ и CQ, требует только вычис-
ления амплитуд (3.31) в каждом интересующем случае.

Метод собственных мод представляется особенно удобным для аналитиче-
ских приложений благодаря компактности и простоте вычислений, что обеспе-
чивается возможностью удержания в разложении тока (3.29) всего нескольких
слагаемых. Это открытие, впервые сделанное с применением численного мо-
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делирования реакции вакуумной камеры ИТЭР на аксиально-симметричные
RWM (т.е. VDE с деформацией сечения плазмы) [111], теперь объяснено с по-
зиций строгой аналитической теории, основанной на анализе уравнений Макс-
велла и закона Ома в стенке.

Для тороидальной вакуумной камеры с эллиптическим сечением найде-
ны формулы характерных времён затухания мод (2.92) и (3.53), показывающие,
что известная в теории RWM обратная зависимость τm от m для «круглой» ка-
меры сохраняется и при конечных Kw > 1. Это гарантирует более быстрое
затухание старших гармоник тока в (3.29) по сравнению с длинноволновыми,
что и позволяет ограничиться всего 2–3 модами резистивной стенки в задачах
равновесия, см. примеры в [119, 120]. При этом показано, что вытянутость ка-
меры приводит к увеличению τm по сравнению с формулой (3.30) при всех m,
а также к различию времён затухания у симметричных и антисимметричных
относительно экваториальной плоскости мод.

Явная зависимость констант времени (2.92), (3.53) от параметров стен-
ки вакуумной камеры и выражения (3.48), (3.50)-(3.52) найдена здесь в модели
тонкой тороидальной оболочки с эллиптическим сечением. В то же время общее
разложение (3.29) тока по собственным модам и определяющая их спектраль-
ная задача (3.25) получены как следствия только уравнений электродинамики
и стандартных математических операций. Поэтому результаты (3.29) и (3.25)
справедливы для камер произвольной формы и любого аспектного отношения,
а также учитывают неоднородности проводимости σ(ℓ) и толщины dw(ℓ). По-
этому помимо чисто аналитических приложений формулы (3.29) и (3.25) могут
быть использованы в сочетании с численными кодами для существенного упро-
щения расчётов по сравнению с дискретизацией вакуумной камеры на десятки
и сотни филаментов.
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4. Аналитическая оценка времени развития вертикаль-

ной неустойчивости (VDE) в токамаке с резистив-

ной стенкой

В четвертой главе развитая в диссертации аналитическая модель равно-
весия вытянутой плазмы применяется для оценки характерного времени раз-
вития τVDE «горячего» VDE в токамаке с резистивной стенкой. Использование
результатов теории равновесия в этой задаче может показаться неожиданным,
поскольку вычисление инкремента γVDE = 1/τVDE относится к теории устой-
чивости и производится путём нахождения частоты МГД-возмущения, описы-
ваемого уравнением (1) в пределе малого ξ [91–96, 104–108], либо с помощью
вариационного принципа (метод интегралов энергии) [79,135,136]. Эти методы
универсальны и надёжны, но часто сложны для практических вычислений. На-
пример, расчёты интегралов энергии весьма объёмны даже в цилиндрических
конфигурациях с круглой плазмой и идеальной стенкой [91, 92, 96]. При оцен-
ке времени τVDE требуется учитывать конечную проводимость стенки, а также
вытянутость плазмы, что ещё больше усложняет задачу. С другой стороны,
динамическая реакция стенки пряпятствует инерционному движению плазмы,
поэтому VDE можно представить как последовательность квазистатических со-
стояний равновесия.

При подобном «равновесном» подходе к вычислению τVDE дисперсионное
соотношение для неустойчивости должно быть выведено из уравнения диффу-
зии магнитного поля сквозь резистивную стенку. Это исключает возможность
анализа быстрых мод, развивающихся за альфвеновское время, но позволяет
сравнительно просто и эффективно исследовать VDE со временем развития по-
рядка резистивного времени стенки (2.65). Необходимость в этой части работы
связана с тем, что медленные VDE всегда рассматривались в теории устойчи-
вости только ценой значительного упрощения физической модели. Примера-
ми являются обзор Дж. Вессона [73] и недавняя серия публикаций коллектива
авторов под руководством Ф. Порчелли [55, 75, 76, 78]. В обоих случаях VDE
представляет собой МГД-возмущение n/m = 0/1 цилиндрического равновесия
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4.1. Обзор и сравнение существующих аналитических моделей VDE и оценок τVDE

в модели Р. Гаевского [97], где n и m — продольное и полоидальное волновые
числа. При этом для упрощения расчётов в [55, 73, 75, 76, 78] сечение стенки
задаётся эллипсом, конфокальным границе плазмы, см. уравнение (3).

Мы упоминаем здесь последнее ограничение, поскольку оно почти не об-
суждалось в [73] и [55,75,76,78]. Пределы применимости модели с «конфокаль-
ной» стенкой в задачах для токамаков также не исследовались, и остаётся неяс-
ным, насколько достоверными можно считать получаемые на её основе предска-
зания в системах, где конфокальность заведомо отсутствует. Исчерпывающий
ответ на этот вопрос может быть получен лишь при сравнении с выражением
для τVDE, полученным без сильного ограничения (3). Это приводит к существен-
ному усложнению вычислений, но возникающие трудности удаётся преодолеть
с помощью развитых в предыдущих главах математических методов.

4.1. Обзор и сравнение существующих аналитических моделей

VDE и оценок τVDE

В работе [134] было доказано в качестве теоремы, что стабилизирующий
эффект стенки вакуумной камеры на крупномасштабные возмущения плазмы
возрастает при уменьшении объёма вакуумного промежутка. Отсюда следует,
что размеры зазора должны так или иначе входить в выражение для характер-
ного времени τVDE через геометрические параметры конфигурации.

В модели с эллиптическими сечениями плазмы и стенки горизонтальная
ширина промежутка между ними даётся разностью малых радиусов bw − b,
а вертикальный зазор Kwbw − Kbb зависит также от вытянутостей Kw и Kb.
Впервые аналитическая зависимость инкремента VDE от переменных (b,Kb) и
(bw, Kw) была получена Вессоном в 1978 году и имела вид γVDE = 1/τWVDE, где

τWVDE = τw

[
Kb + 1

Kb − 1

(
Kb + 1

Kw + 1

)2 b2

b2w
− 1

]
(4.1)

— характерное время вертикального смещения, см. разделы 1.8 и 2.3.4 обзо-
ра [73] и стр. 343 монографии [92]. Хотя данная оценка была выведена в цилин-
дрическом приближении и только для случая однородной плотности тока [73],
она довольно точно воспроизвела измеренные значения инкремента γVDE на
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4.1. Обзор и сравнение существующих аналитических моделей VDE и оценок τVDE

токамаке JET [190].
Несмотря на почти полувековое существование формулы (4.1) и её успеш-

ное сравнение с экспериментом [190], в 2022 году коллективом автором [75, 76]
был предложен новый результат

τBVDE = τw

[
K2

b + 1

(Kb − 1)2
Kw − 1

Kw
− 1

]
, (4.2)

заметно отличающийся от формулы Вессона (4.1), см. (7) в [75] и (4.33) в [76], а
также (15) в [78]. Как минимум, результат (4.2) не содержит отношения малых
радиусов плазмы и стенки b/bw, явно присутствующего в (4.1). Тем не менее,
никаких сравнений τBVDE с уже известным выражением τWVDE в работах [75, 76]
не приводилось, а формула (4.1) там даже не упоминается.

Обе формулы (4.1) и (4.2) дают правильную асимптотику τVDE → ∞ при
Kb → 1, соответствующую вертикальной устойчивости плазмы с круглым се-
чением. Однако, эти результаты отличаются при Kb > 1, характерных для
современных токамаков.

Прежде всего заметим, что формула (4.1) содержит отношение b/bw, тогда
как в (4.2) входят только вытянутости плазмы и стенки. Например, при Kb = 2

и Kw = 1.5 величина τBVDE = 2τw/3 не зависит от b/bw, в то время как τWVDE =

τw[4.32(b/bw)
2 − 1]. Из последнего следует, что τWVDE положительно при b/bw >

0.48. В общем случае при

b2

b2w
<
Kb − 1

Kb + 1

(
Kw + 1

Kb + 1

)2

, (4.3)

требующем b/bw чуть ниже 0.6 при Kb = Kw = 2, формула (4.1) даёт τWVDE < 0.
Формально это неравенство должно говорить об устойчивости плазмы, однако
в действительности [92] оно означает переход к быстрому VDE с характерными
временами порядка альфвеновских τA/τw = O(10−3). Как поясняется в рабо-
те [73], причиной такой неустойчивости является амплитуда токов индукции
в стенке, которая при условии (4.3) недостаточна для замедления движения
плазмы.

Ещё одно противоречие проявляется в пределе Kw → 1, соответствующем
круглому сечению стенки. В этом случае формула (4.1) принимает вид

τWVDE = τw

[
(Kb + 1)3

Kb − 1

b2

4b2w
− 1

]
(4.4)
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с положительной правой частью при довольно слабом условии
b2

b2w
> 4

Kb − 1

(Kb + 1)3
. (4.5)

В то же время формула (4.2) даёт τBVDE = −τw < 0 при Kw = 1. Последнее
служит лишь частным случаем отрицательных τBVDE приKw ниже критического
значения

Kcr
w =

K2
b + 1

2Kb
, (4.6)

которое возникает из-за наличия множителя (1 − K−1
w ) в (4.2). Величина Kcr

w

равна 1.08 при Kb = 1.5 и 1.25 при Kb = 2. Неравенство τBVDE < 0 при Kw < Kcr
w

делает формулу (4.2) неприменимой в области Kw ≤ Kcr
w , что отличает её от

(4.1), не накладывающей подобных ограничений на Kw.
Различия между (4.1) и (4.2) кажутся неожиданными, поскольку постро-

ения и в [73], и в [75, 76] в значительной степени основываются на известной
модели Г. Лаваля, Р. Пелла и Дж. Соула [71]. В ней плазма рассматривается
как цилиндрический проводник с однородной плотностью тока, а стенка счита-
ется тонкой резистивной оболочкой Sw эллиптического сечения, конфокального
границе плазмы. Последнее, вообще говоря, означает

b2(K2
b − 1) = b2w(K

2
w − 1), (4.7)

что дублирует (3) в целях удобства чтения. Происхождение и роль этого ра-
венства не обсуждаются в [73] и [75, 76], и только в [71, 72] поясняется, что оно
введено для упрощения аналитических вычислений, а именно пренебрежения
полоидальной неоднородностью скачка тангенциальной компоненты магнитно-
го поля на поверхности Sw.

Следует заметить, что в приведённом обсуждении мы не учитывали усло-
вия (4.7), поэтому сделанные сравнения являются в определённом смысле фор-
мальными. Если же b/bw выразить через равенство (4.7) и подставить в фор-
мулу (4.1), она превращается в

τWVDE = τw

[(
Kb + 1

Kb − 1

)2 Kw − 1

Kw + 1
− 1

]
. (4.8)

Такая форма τWVDE несколько ближе к τBVDE, однако она не устраняет отличия,
см. Рис. 16. Например, при Kb = 2 и Kw = 1.9 отсюда получается 1.79τw, то-
гда как формула (4.2) предсказывает 1.37τw. Разность в 0.42τw сопоставима со
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временем затухания дипольного тока в стенке τw/2, см. (3.54). Из-за этого раз-
ногласие между двумя предсказаниями (4.2) и (4.8) может оказаться существен-
ным для системы управления равновесием, так как именно это время требуется
корректирующему полю для проникновения внутрь вакуумной камеры.

Рис. 16. Сравнение τVDE, предписываемых формулами (4.2) и (4.8) при Kb = 1.5 и 2. Вертикальная красная

линия ограничивает область применимости оценок (4.2) и (4.8) в случае Kb = 1.5, поскольку условие конфо-

кальности (4.7) требует Kw < Kb.

Заметим, что τWVDE в виде (4.8) равно нулю при том же самом Kw = Kcr
w ,

что и τBVDE. При меньших Kw обе оценки τWVDE и τBVDE, определённые форму-
лами (4.1) и (4.2), дают отрицательное время. В работе [76] отмечается, что
это свойство означает неспособность вакуумной камеры с Kw < Kcr

w замедлять
VDE, однако его отношение к реальной физике остаётся под вопросом. Таким
образом, учёт ограничения (4.7) в (4.1) не только не разрешает противоречий,
а вызывает ещё больше вопросов.

В дополнение к неясному физическому смыслу Kcr
w заметим, что уравне-

ние (4.7) очень сильно связывает параметры конфигурации: при Kw → 1 оно
требует либо бесконечного bw при конечном b, либо b → 0 при конечном bw.
Если же кого-то не впечатляет этот теоретический аргумент, следует исходить
из чисто практических соображений применимости равенства (4.7) к реальным
установкам. В уже упомянутом токамаке JET [191, 192] с b = 1 м, Kb = 1.75 и
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bw = 1.31 м, Kw ≈ 1.6 имеем b2(K2
b − 1) = 2.85 при b2w(K

2
w − 1) = 2.06. Раз-

ница не столь велика, хотя для точного совпадения объём плазмы требуется
увеличить на 28%. Однако для плазмы ИТЭР [5, 6, 62] с b = 2 м и Kb = 1.7

получается b2(K2
b − 1) = 7.56, что намного меньше b2w(K2

w − 1) = 23.1 для ваку-
умной камеры [6,62] с bw ≈ 3.5 м и Kw = 1.7. Разница должна быть ещё больше
в токамаках с сильно вытянутой вакуумной камерой с Kw > Kb, запрещённой
связью (4.7), но характерной, например, для Т-15МД [10] и ТРТ [12,63].

С этими аргументами и неравенством 7.56 ̸= 23.1 возникает резонный во-
прос, насколько достоверными являются построения с условием «конфокаль-
ности». Он не поднимался в [71–73, 75, 76] и в последующих работах, использу-
ющих равенство (4.7). Чтобы ответить на него, необходим метод, позволяющий
независимо задавать Kb и Kw. В частном случае с Kw = 1 обе формулы (4.1)
и (4.2) приводят к τVDE = −τw < 0 с выводом, что внутри стенки круглого
сечения вертикально вытянутая плазма неустойчива относительно идеальной
МГД-моды n/m = 0/1 [76, 92]. В этой главе мы показываем, что данное след-
ствие предсказаний с использованием (4.7) неверно, и существует достаточно
широкая область частичной стабилизации VDE круглой стенкой.

Далее конфигурация с Kw = 1 для плазмы с конечным b и Kb > 1 иссле-
дуется как случай, лежащий за пределами применимости ограничения (4.7). Без
него задача заметно усложняется, но всё ещё остаётся аналитически разреши-
мой. Наш анализ основывается на уравнении МГД-равновесия плазмы, допол-
ненном уравнениями Максвелла и законом Ома для стенки. Для соответствия
подходам [55, 73, 75, 76, 78] плазма считается прямым цилиндром с эллиптиче-
ским сечением, а его равновесие описывается моделью Гаевского (2.24).

4.2. Общее дисперсионное соотношение для VDE в токамаке

резистивной стенкой

Инкремент VDE следует вычислять из условия баланса между притоком и
диссипацией магнитной энергии в резистивном объёме вакуумноq камеры, что
выражается уравнением диффузии полоидального потока через резистивную
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среду (
µ0σ

∂

∂t
−Δ∗

)
ψw = −µ0σ(ψ̇pl + ψ̇ec). (4.9)

Оно получается комбинацией уравнения (2.7) и закона Ома (2.6) при условии,
что проводимость стенки σ = const. Стоящие в правой части (4.9) производные
ψpl и ψec соответствуют источникам, возбуждающим в стенке ток, тогда как
оператор в левой части описывает диффузную релаксацию его плотности по
толщине стенки к однородной.

Прямой переход к эквивалентной интегральной формулировке

ψw = −µ0
∫
w

σψ̇G
dS⊥

rw
, (4.10)

где dS⊥ = drwdzw — элемент поперечного сечения стенки w, получается умно-
жением (4.9) на функцию Грина (1.18) и интегрированием в полоидальной плос-
кости. Естественно, к тому же результату можно прийти интегрированием (4.9)
по всему пространству ∫

GΔ∗ψwdS⊥

rv
= µ0

∫
w

σψ̇G
dS⊥

rw
(4.11)

с преобразованием левой части с помощью теоремы Грина∫
GΔ∗ψwdS⊥

rv
=

∫
ψwΔ∗G

dS⊥

rv
+

∮
S∞

G∇ψw − ψw∇G
2πr2v

· dS. (4.12)

Первый интеграл в правой части здесь равен −ψw в силу (2.48).
Во втором интеграле dS — внешне ориентированный элемент сферической

поверхности S∞, бесконечно удалённой от токов в стенке. При этом последние
фактически представляют собой магнитный диполь, так что создаваемый ими
полоидальный поток имеет вид ψw ≈ 2πµ0G сG ≈ r2r2v(1+3zzv/|rv|2)/4|rv|3, см.
подробное обсуждение во второй главе. Так как площадь S∞ растёт как |rv|2,
поверхностный интеграл пропорционален 1/|rv|4 и зануляется при |rv| → ∞.

Поскольку инерционному движению плазмы препятствует электромаг-
нитная реакция стенки, характерное время развития VDE должно быть поряд-
ка резистивного времени (2.65). В таком случае камеру можно считать магнито-
тонкой оболочкой и пренебречь радиальной неоднородностью ψ(r) в её сечении,

99



4.2. Общее дисперсионное соотношение для VDE в токамаке резистивной стенкой

как делалось в главах 2 и 3. Тогда приближенное равенство (2.67) для dS⊥ пре-
вращает уравнение (4.10) в

ψw(r) = −τw
∮
w

G(r; rw)ψ̇(rw)
σdw
σ0d0

dℓw
bwrw

, (4.13)

где dℓw — полоидальный элемент контура Sw. Это уравнение справедливо для
любого нестационарного процесса (достаточно медленного для пренебрежения
скин-эффектом) и любой формы плазмы и стенки, см. также [119, 120]. Далее
оно будет основой дисперсионного соотношения для VDE.

Полоидальный поток в (4.13) можно разложить на два слагаемых

ψ = ψeq + δψ, (4.14)

где δψ — возмущение магнитного потока в результате VDE, а основная функ-
ция ψeq описывает все прочие процессы (включая эволюцию тока и давления
плазмы). В силу (1.17) и линейности потока, оба члена в (4.14) содержат вкла-
ды от токов в плазме, внешних катушках и стенке вакуумной камеры, поэтому
уравнение (4.13) даёт

δψw(r) = −τw
∮
w

(δψ̇pl + δψ̇ec + δψ̇w)
G(r; rw)

bwrw
dℓw. (4.15)

В этом равенстве мы полагаем, что стенка имеет однородные проводимость и
толщину, поэтому σ = σ0 и dw = d0.

В реальных экспериментах и в рассматриваемой задаче источником вы-
ступает δψ̇pl. Слагаемое δψ̇ec отвечает за возможное вмешательство со стороны
системы управления равновесием плазмы. Соответственно, неконтролируемая
потеря вертикальной устойчивости характеризуется равенством

δψec = δψ̇ec = 0, (4.16)

что является одним из предположений в нашей работе. Тогда единственной
причиной генерации токов в стенке будет возмущение магнитного поля, созда-
ваемое плазмой, как в сценарии с чистым «горячим» VDE.

Будем рассматривать VDE как однородное вертикальное смещение шну-
ра без деформации. Такая модель, в которой плазма ведёт себя как жесткий
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цилиндр, используется во многих аналитических и численных подходах к за-
даче [55,66,71–73,75,76,78,80,81,193–197]. Здесь при решении уравнения (4.15)
мы также задаём вертикальное смещение плазмы как постоянный вектор (Рис.
17)

ξ = ξ(t)ez. (4.17)

Рис. 17. Вертикальное смещение плазмы ξ > 0 из положения равновесия (Rw, 0) в цилиндрических коорди-

натах (r, ζ, z). Здесь Sw — внутренняя сторона вакуумной камеры большого и малого радиусов Rw и bw, а

Spl — тороидальная поверхность плазмы малого радиуса b с вытянутостью Kb. Толщина стенки обозначена

как dw.

Если параметры плазмы (включая форму) фиксированы, магнитное по-
ле B внутри и вне плазмы должно оставаться неизменным при вертикальном
движении. Соответственно,

ψ(r, t) = ψeq(r− ξ), (4.18)

где индекс eq означает функцию в исходной конфигурации с ξ = 0 и ξ̇ = 0, а r —
радиус вектор в неподвижных координатах, связанных с вакуумной камерой.
Это условие означает, что в системе отсчета, движущейся вместе с плазмой,
магнитная конфигурация не меняется [66,193,198].

То же самое должно быть верно применительно к Bpl — части B, созда-
ваемой плазмой. Инвариантность B и Bpl в системе отсчёта плазмы означает
неизменность внешнего поля Bext = B − Bpl, необходимого для поддержания
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силового баланса. Формальным выражением этого является равенство

ψext(r, t) = ψext
eq (r− ξ), (4.19)

где ψext — вклад всех внешних источников в полный полоидальный поток (ψw =

0 в ψext
eq ). В сочетании с (4.16) отсюда следует

δψw = δψext (4.20)

для потока, производимого токами в стенке. Это условие должно выполняться
в ходе вертикального движения до контакта плазмы со стенкой.

Уравнения (4.18) и (4.19) дают

δψ(r, t) = −ξ · ∇ψeq(r) (4.21)

и
δψw(r, t) = −ξ · ∇ψext

eq (r). (4.22)

в линейном приближении по ξ. Напомним, что вывод (4.22) основывается на
предположении (4.20) при неуправляемом VDE.

Подстановка (4.21) и (4.22) превращает уравнение (4.15) в

ξez · ∇ψext
eq = −ξ̇τw

∮
w

ez · ∇ψeq
G(r; rw)

bwrw
dℓw. (4.23)

В нашей задаче ξ(t) — единственная функция времени, поэтому дисперсионное
соотношение (4.23) имеет решение в виде растущей моды

ξ = ξ0 exp(t/τVDE), (4.24)

где

τVDE ≡ − τw
ez · ∇ψext

eq

∮
w

ez · ∇ψeq
G(r; rw)

bwrw
dℓw (4.25)

— характерное время развития VDE, которое нужно найти. Далее путём пря-
мых вычислений мы покажем, что правая часть этого равенства является кон-
стантой, чем подтверждается правильность исходных предположений.

В полученном соотношении полный полоидальный поток ψeq и вклад ψext
eq

рассматриваются как невозмущенные распределения потоков до VDE. Их необ-
ходимо найти из решения внешней задачи равновесия, поэтому дальнейшие вы-
числения с (4.25) требуют выбора конкретной модели плазмы, определяющей
вид ψeq и ψext

eq , а также геометрии стенки, по сечению которой осуществляется
интегрирование.

102



4.3. Преобразование формулы для τVDE при эллиптическом сечении плазмы

4.3. Преобразование формулы для τVDE при эллиптическом се-

чении плазмы

Формула (4.25) получена без ограничений на форму плазмы и геометрию
вакуумной камеры. В стандартной модели с круглой тороидальной плазмой ψext

eq

представляет собой поток однородного вертикального магнитного поля, поэто-
му ψext

eq ∼ r и ez · ∇ψext
eq = 0, см., например, (66) в [120] или (1.76) в первой

главе. В этом случае первое слагаемое в (3.41) зануляется. Однако полный по-
ток ψeq включает в себя и вклад от тока плазмы, который создает циркуляцию
магнитного поля по полоидальному контуру, так что ez · ∇ψeq ̸= 0. Тогда из
(3.41) получится ξ̇ = 0, что соответствует пределу τVDE → ∞ при Kb = 1, озна-
чающему отсутствие VDE. Поэтому для нахождения конечного τVDE следует
рассматривать вытянутую плазму.

При Kb ̸= 1 функция ψext
eq должна содержать квадрупольную компоненту,

вытягивающую плазменный шнур по вертикали. Соответствующее выражение
представлено формулой (1.76), где квадрупольная часть даётся

ψext
q = ψJ

Λ2

(Kb + 1)2
z2 − x2

b2
(4.26)

с ψJ и Λ2, определёнными (2.25) и (1.62), см. также (1.79). При db = 0 это
равенство переходит в (3.7) в [85], (25) в [100] с jB = 0 там, (4.5.10) в [107] и
(21) в [102] с точностью до выбора системы единиц.

Учёта только (4.26) в ψext
eq для описания VDE вполне достаточно, если

ограничиться случаем с давлением плазмы несколько меньше равновесного пре-
дела [72]. Это позволяет пренебречь влиянием тороидальности на форму маг-
нитных поверхностей [84, 85] и воспользоваться квазицилиндрическим прибли-
жением. Полагая профиль тока однородным, полный полоидальный поток ψeq

в (4.25) можно задать решением Гаевского (2.24), как делалось в [55, 71–73, 75,
76,78].

Мы намеренно не учитываем здесь эффектов jζ ̸= const и связанно-
го с ним вклада с db в Λ2 = ϵb + db, чтобы оставаться в рамках подходов
[55, 73, 75, 76, 78] и сфокусироваться на обсуждении условия конфокальности
(4.7). Напомним, что нас интересует вопрос о достоверности предсказаний τVDE
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в случае, когда (4.7) нарушается. Поэтому фактически задача сводится к вычис-
лению интеграла (4.25) по стенке, не удовлетворяющей условию (4.7), с функ-
циями ψext

eq и ψeq, определёнными (4.26) с Λ2 = ϵb и (2.24).
Для полноты укажем, что в этой части работы рассматривается задача

с dJ/dt = 0, поэтому константа ψb, обсуждавшаяся в главе 2, выпадает из
интеграла (4.25) в силу предположения ψ̇eq = 0 в (4.15). Таким образом, только
зависящая от координат часть ψeq в выражении (2.24) останется в формуле
(4.25) при оценке τVDE.

Теперь вычислим производные в (4.25). Из равенства (4.26) находим

ez · ∇ψext
eq = 2ψJ

ϵb
c2b
e−2µbz. (4.27)

с параметром cb, определённым (2.17). Эта функция входит в (4.25) как знаме-
натель. В силу

ϵbe
−2µb =

(Kb − 1)2

K2
b + 1

, (4.28)

что следует из (1.51) и (2.17), она равна нулю для плазмы круглого сечения.
Соответственно, при

ez · ∇ψeq = −ψJ sinα/l, (4.29)

где (l, α) — полярные координаты, связанные с центром плазмы, формула (4.25)
дает τVDE → +∞ при Kb → 1. Этот ожидаемый результат подтверждает, что
плазма с круглым сечением вертикально устойчива, а также показывает необ-
ходимость модели с вытянутым сечением плазмы для оценки τVDE.

Чтобы найти ez · ∇ψeq при Kb > 1, представим ψeq в (2.24) как действи-
тельную часть голоморфной функции

Ψ = ψb − ψJ

[
ω − ωb +

ϵb
2
sh 2(ω − µb)

]
, (4.30)

где ω ≡ µ+ iθ — комплексная переменная, связанная с декартовыми координа-
тами в (2.15) и (2.16) равенством

s(ω) ≡ x+ iz = cb shω. (4.31)

Подобное представление оправдано тем, что ψeq является гармонической и удо-
влетворяет Δ⊥ψeq = 0. Тогда, используя условие Коши-Римана

ez · ∇ψeq = −Im
dΨ
ds

= −Im
[

1

s′(ω)

dΨ
dω

]
(4.32)
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в сочетании с (4.30) и (4.31), находим

ez · ∇ψeq = 2ψJ
ϵb
cb

sh(µ− 2µb) sin θ. (4.33)

Подстановка (4.27) и (4.33) превращает соотношение (4.25) в

τVDE = τw

∮
w

cbe
2µb sh(2µb − µw) sin θw

G(r; rw)

Rwbwz
dℓw, (4.34)

где индекс w отмечает переменные, пробегающие контур стенки.
Координаты (µ, θ) были введены для удобства описания плазмы: в них

её эллиптическая граница Spl задаётся простым равенством µ = µb = const.
Если поверхность стенки не совпадает с координатной, µw является функцией
длины дуги ℓw. В этом случае все функции в (4.34) нужно выразить через ℓw,
чтобы произвести интегрирование. В качестве примера мы рассмотрим стенку
с круглым сечением (Рис. 17), у которой ℓw = bwuw, где bw — малый радиус
стенки, а uw — обычный полярный угол.

4.4. Вычисление τVDE для плазмы в вакуумной камере с круг-

лым сечением

В обычных полярных координатах функцию Грина (1.18) под интегралом
в (4.34) удобно разложить в ряд Фурье [152]

G(r; rw) ≈ G0 =
Rw

2π

[
ln

8Rw

bw
− 2 +

∞∑
m=1

ςm

m
cosm(u− uw)

]
, (4.35)

где ς = ρ/bw < 1, а (ρ, u) — обычные полярные координаты, связанные с цен-
тром стенки. В такой форме тороидальность учтена только в первом слагаемом,
чего достаточно, если пользоваться решением (2.24) для ψeq вне плазмы. Торо-
идальные поправки следующего порядка рассматривались в первой главе, где
учитывалось также радиальное смещение плазменного шнура.

Другая функция в подынтегральном выражении в (4.34) разбивается на
две части

cb sh(2µb − µw) sin θw = bw sh 2µb sinuw − cb ch 2µb shµw sin θw, (4.36)
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если воспользоваться стандартным представлением sh(α+β) и связью cb chµw sin θw =

bw sinuw. Второе слагаемое может быть сведено к виду

cb shµw sin θw = cbIm chωw = Im
√
c2b + s2w, (4.37)

следующему из равенств chωw =
√
1 + sh2 ωw и (4.31), где ωw ≡ µw + iθw. Для

стенки с круглым сечением sw = bwe
iuw . Раскладывая главную ветвь многознач-

ной функции квадратного корня в (4.37) в ряд Лорана, получаем√
c2b + s2w = bwe

iuw + bw

∞∑
k=1

(
1/2

k

)(
cb
bw

)2k

e−i(2k−1)uw (4.38)

с cb/bw < Kbb/bw < 1 и биномиальными коэффициентами
(
1/2
k

)
= (−1)k−1(2k −

3)!!/(2kk!).
После подстановки (4.35) и (4.36) в (4.34), константа ln(8Rw/bw) − 2 в G

выпадает, так как функция (4.36) периодическая на стенке. Используя соотно-
шения ς sinu = z/bw и

sin(2k + 1)u = sinu

(
1 + 2

k∑
n=1

cos 2nu

)
, (4.39)

чтобы выделить зависимость от z в числителе выражения (4.34), получаем в
результате интегрирования

cbe
2µb

Rw

2π∫
0

G sh(2µb − µw) sin θwduw =

[
1

γτw
+

(
1 +

2

γτw

) ∞∑
k=1

Ak(u)

]
z, (4.40)

где

γ ≡ 2

τw

(
c2b
2b2w

e2µb ch 2µb − 1

)−1

, (4.41)

как будет показано ниже, инкремент вертикального движения, а

Ak(u) =
1

2k + 1

(
1/2

k + 1

)(
1 + 2

k∑
n=1

cos 2nu

)(
cbρ

b2w

)2k

(4.42)

с малым отношением cbρ/b
2
w < 1.

Присутствие ряда с зависящими от координат коэффициентами (4.42) в
(4.40) показывает, что дипольная конфигурация магнитного поля, создаваемого
токами в стенке при VDE и описываемая (4.27), является лишь аппроксимацией.
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Сравнение (4.27) с (4.33) показывает, что реакция стенки круглого сечения на
вертикальное движение плазмы включает также и высшие гармоники

δψw = −ξez · ∇ψext
eq

[
1 + (γτw + 2)

∞∑
k=1

Ak(u)

]
= δψw

0 + δψw
1 + δψw

2 + ..., (4.43)

где ez · ∇ψext
eq даётся выражением (4.27),

δψw
0 (z) = −ξez · ∇ψext

eq , (4.44)

а

δψw
1 (x, z) ∼ ξψJ

3x2z − z3

b4

(
b

bw

)2

, (4.45)

δψw
2 (x, z) ∼ ξψJ

5x4z − 10x2z3 + z5

b6

(
b

bw

)4

. (4.46)

В нашей задаче, поскольку распределение полоидального потока (4.27)
пропорционально z, требуется только первое слагаемое в (4.43). Возможность
пренебречь старшими членами обусловлена быстрым затуханием коротковол-
новых мод тока индукции в резистивной стенки, что было строго доказано в
главе 3, см. выражение (3.54) для времени релаксации тока в круглой стенке.
В конечном итоге, подстановка (4.40) и (4.43) в (4.34) даёт

τVDE = γ−1 =
τw
2

[
(K2

b + 1)(Kb + 1)

Kb − 1

b2

2b2w
− 1

]
, (4.47)

где учтены тождества (2.78) и e2µb = (Kb + 1)/(Kb − 1). Отметим, что описан-
ную в этом разделе процедуру интегрирования в (4.34) можно произвести и для
случая вытянутой неконфокальной вакуумной камеры. Естественно, это приво-
дит к усложнению вычислений, однако их удаётся произвести аналитически с
помощью стандартных методов теории функций комплексной переменной, см.
пример в Приложении.

4.5. Обсуждение результатов

Представленный анализ выполнен без использования сильного ограниче-
ния (4.7), бывшего ключевым элементом в [73, 92] и [55, 75, 76, 78]. Отказ от
(4.7) при вычислении τVDE позволяет покрыть область с конечным b/bw при
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Kw < Kcr
w вплоть доKw = 1, где выражения (4.1) и (4.2) формально не примени-

мы. Мы обращаем внимание на это обстоятельство, так как оно не указывалось
явно в работах [55, 73, 75, 76, 78, 92] и может привести к ошибочным интерпре-
тациям. В частности, формулы (4.1) и (4.2) при Kw = 1 дают отрицательное
τVDE с выводом, что в этом случае VDE должно развиваться за характерные
для плазмы инерционные времена. Наша оценка (4.47), полученная для стенки
с Kw = 1, напротив, предсказывает медленное VDE с частичной стабилизаци-
ей стенкой и относительно малыми положительными τVDE, как и должно быть
согласно измерениям на многих токамаках [153].

В этой работе стенка с Kw = 1 рассмотрена как пример, лежащий дале-
ко за пределами применимости традиционной модели «конфокальной стенки»,
см. [55, 71–73, 75, 76, 78, 92] и связанные публикации. Напомним, что связь (4.7)
требует b/bw → 0 при Kw → 1. Иными словами, либо «круглая» стенка должна
быть бесконечно удалена от плазмы и, таким образом, быть неспособной проти-
востоять VDE, либо плазму нужно заменить проводом с b → 0, совершающим
инерционное движение. Этим объясняется отрицательное τVDE, предсказывае-
мое выражениями (4.1) и (4.2) при Kw < Kcr

w и, в частности, при Kw = 1.
В то же время (4.47) даёт конечное характерное время VDE для плазмы

с малой и большой полуосями сечения b и Kbb, окруженной «круглой» стенкой
малого радиуса bw. Наш результат (4.47) предсказывает τVDE > 0 при b > bcr с

bcr
bw

=

√
2(Kb − 1)

(K2
b + 1)(Kb + 1)

. (4.48)

Здесь bcr/bw возникает как мера минимального расстояния между плазмой и
стенкой, необходимого для частичной стабилизации VDE. Отношение bcr/bw

достигает максимума bcr/bw = 0.367 при Kb = 1.84 и слабо зависит от Kb

вблизи этой точки (например, bcr/bw = 0.335 и bcr/bw = 0.358 при Kb = 1.4

и Kb = 2.25, выступающими, соответственно, как наименьшая и наибольшая
вытянутости в Табл. 1).

Малость величины bcr/bw представляется замечательным результатом, по-
скольку в исходном состоянии должен отсутствовать контакт плазмы со стен-
кой, что с учетом круглого сечения последней требует Kbb < bw. Соответствен-
но, формула (4.47) применима для плазмы с bcr < b < bw/Kb. В верхней части
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этого интервала формула (4.47) даёт наибольшее возможное τVDE, показанное
жирной красной линией на Рис. 18. Оно соответствует наилучшему значению
τVDE, которое может обеспечить стенка с Kw = 1. Характерные величины τVDE

изображены на Рис. 18, где зависимость (4.47) построена для Kbb/bw в диа-
пазоне 1.1 ÷ 1.4 и вытянутостей Kb = 1.4 ÷ 2.2, представленных в Табл. 1.
Например, при Kbb/bw = 1.2 отношение τVDE/τw варьируется от 0.05 до 1.1.
Для сравнения, оно равно 0.71 для ИТЭР [6, 153] с τVDE ∼ 500 мс и τw ∼ 700

мс, 0.12 для COMPASS-U [189, 199] с τVDE ∼ 1.5 мс и τw ∼ 13 мс, 0.005 для
CFETR [33] с τVDE ∼ 2 мс и τw ∼ 400 мс, 0.08 для Alcator C-Mod [194, 200] с
τVDE ∼ 1.25 мс и τw ∼ 15 мс, 0.51 для PDX [201] с τVDE ∼ 67 мс и τw ∼ 130

мс, 0.78 для JT-60U [195] с τVDE ∼ 7.8 мс и τw ∼ 10 мс. Фактически, только
токамак CFETR не попадает в обозначенный промежуток, поэтому ожидаемое
там время VDE может оказаться заниженным.

Рис. 18. Зависимость τVDE, определённого (4.47), от вытянутости плазмы Kb для различных значений b/bw

выше критического bcr/bw. График формулы (4.47) с b/bw = 1/Kb, показанный красной линией, выступает

как ограничение: заштрихованная часть запрещена условием b/bw < 1/Kb. Ось τVDE = 0 соответствует

наименьшему значению b = bcr.

Положительное τVDE означает, что токи, наводимые в стенке вакуумной
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Рис. 19. Зависимость τVDE, определённого формулой (4.47), от вытянутости плазмы Kb в диапазоне Kbb/bw ∈

[1.1; 1.4] с Kb ∈ [1.4; 2.2], что покрывает приведённые в Табл. 1.

камеры, могут производить горизонтальное магнитное поле

δBw =
µ0J

πc2b
ϵbe

−2µbξ(t)er, (4.49)

достаточное для подавления инерционного ускорения плазмы. Это поле, полу-
ченное сочетанием равенств (1.14) и (4.22), создаёт действующую на плазму
силу Ампера с линейной плотностью

Fpw =

∫
pl

jpl × δBwdrdz,= −J |δBw|ez, (4.50)

противоположную силе притяжения плазмы к внешним катушкам

Fpc =

∫
pl

jpl ×Bextdrdz = JBq
ξ

b
ez. (4.51)

Баланс сил Fpw + Fpc = 0 поддерживает плазму в динамическом равновесии в
ходе её медленного вертикального движения за время порядка τw, см. Рис. 20.
Здесь

Bext = Bq
xez − zer

b
(4.52)

— квадрупольное поле, полученное из (1.14) и (4.26) и необходимое для прида-
ния плазме вытянутости по вертикали, а Bq, определённое (1.85) с db = 0 там —
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его амплитуда. Сравнение (4.49) и (1.85) показывает, что δBw ≡ |δBw| = Bqξ/b,
поэтому Fpw + Fpc = 0.

Рис. 20. Схематический вид вертикально вытянутой плазмы, смещенной из положения равновесия z = 0

внутри «круглой» вакуумной камеры, и реакция последней на VDE. Вектор Fpw — сила взаимодействия

продольного тока плазмы jplζ и однородного горизонтального поля δBw, создаваемого вихревыми токами

в стенке jwζ , см. (4.50). Вектор Fpc — сила притяжения плазмы к внешним виткам, см. (4.51). Внешние

квадрупольные поля не показаны.

В формуле (4.47) b/bw фигурирует как свободный параметр, в то время
как оценки (4.2) и (4.8) неявно учитывают его посредством связи (4.7). Если рас-
сматривать выражения (4.2) и (4.8) как функции b/bw при фиксированном Kb,
то вытянутость стенки Kw должна изменяться как Kw =

√
1 + (K2

b − 1)b2/b2w.
При таких Kw величина τVDE, определяемая с помощью (4.2) и (4.8), изобра-
жена на Рис. 21 для Kb = 1.2, 1.4, 1.8 и 2. Для сравнения мы также приводим
τncVDE, предсказываемое нашим результатом (4.47), где nc означает non-confocal.

Когда b падает ниже критического уровня bcr, слагаемое ez · ∇ψeq в пра-
вой части (4.23) исчезает, и τVDE, как следует из (4.47), обращается в нуль.
В то же время, левая часть остаётся ненулевой функцией (4.27), что означа-
ет неприменимость дисперсионного соотношения (4.23). Следовательно, токи в
стенке больше не могут поддерживать локальное равновесие плазмы, описывае-
мое уравнениями (4.18) и (4.19). При этом нарушается баланс сил (4.50) и (4.51),
а значит, и условие равновесия (2), так что VDE развивается за инерционные
(альфвеновские) времена. Напомним, что наш результат (4.47) получен в при-
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Рис. 21. Зависимости τVDE от b/bw, предсказываемые оценками (4.2), (4.8) и (4.47) при Kb = 1.2, 1.4, 1.8 и

2. На каждом из подграфиков горизонтальная ось ограничена максимально возможным bmax/bw = 1/Kb.

Индекс nc у τncVDE означает non-confocal.

ближении тонкой стенки, которое оправдано, когда τVDE не сильно отличается
от τw. Для быстрых процессов с τVDE ≪ τw такое приближение неприменимо из-
за сильного скин-эффекта в стенке. В этой области реакция стенки становится
нелинейной. Плавный переход между режимами с тонкой и толстой стенками в
токамаках был продемонстрирован численно в работе [202], а асимптотическое
решение для быстрых VDE представлено формулой (21) в [78].

Таким образом, вертикальная неустойчивость плазмы с b/bw ниже кри-
тической величины (4.48) не может быть стабилизирована даже идеально про-
водящей «круглой» стенкой, что выражается в отрицательном знаке τVDE в
формуле (4.47). Аналогичная интерпретация отрицательного τVDE, предсказы-
ваемого формулой (4.1), предлагалась в монографии [92] и в работах [75–77].
Там, в частности, было установлено, что частичная стабилизация VDE кон-
фокальной вакуумной камерой возможна тогда и только тогда, когда Х-точки
сепаратрисы находятся за пределами стенки. Действительно, используя геомет-
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рическое соотношение

K =
chµ

shµ
=
e2µ + 1

e2µ − 1
, (4.53)

которое получается из (2.15) и (2.16), можно превратить формулу (4.2) в

τBVDE = τw
e4µb − e2µw

e2µw + 1
. (4.54)

Это равенство обращается в ноль при µw = 2µb. В то же время легко видеть,
что при ψeq, заданном выражением (2.24), координаты Х-точек, найденные как
решения ∂µψeq = ∂θψeq = 0, равны µX = 2µb и θX = ±π/2. Следовательно,
положительные τBVDE соответствуют µ < µX в (4.54).

Последнее справедливо для конфокальной стенки, тогда как наша оценка
(4.47) для случая с Kw = 1 может быть записана в виде

τVDE =
τw
2

[
z2X
2b2w

(Kb + 1)2

K2
b + 1

− 1

]
, (4.55)

где вертикальная координата Х-точки

zX ≡ cb chµX = b
K2

b + 1√
K2

b − 1
(4.56)

введена с использованием соотношений (2.15)-(2.17) и (2.26) и подстановки µX =

2µb. Поскольку 2(K2
b + 1) = (Kb + 1)2 + (Kb − 1)2, отрицательные τVDE в (4.55)

при Kb > 1 соответствуют области zX < bw
√
1 + e−2µb. Таким образом, если

условие (4.7) нарушается, выход X-точек сепаратрисы за пределы вакуумной
камеры уже не является критерием потери частичной стабилизации VDE стен-
кой. Данный пример показывает, что отклонение геометрии системы от формы,
предписываемой (4.7), может качественно менять предсказания теории.

4.6. Выводы главы 4

Случай стенки круглого сечения (Kw = 1) был рассмотрен в этой главе
как пример, лежащий далеко за пределами применимости выражений (4.1) и
(4.2), ограниченными равенством (4.7). Результатом представленного исследо-
вания является вывод, что область замедления VDE за счёт токов индукции в
резистивной стенке вакуумной камеры оказывается гораздо шире той, которую
предсказывают оценки (4.1) и (4.2).
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Так как новая формула (4.47) была получена для неконфокальной стенки
круглого сечения, параметры Kb, b и bw в (4.47) могут рассматриваться как
независимые. Теперь они не подчиняются сильной связи (4.7), которая фор-
мально запрещает (в частности, при Kw = 1) прямые сравнения нашего резуль-
тата (4.47) с оценками (4.1) и (4.2). Если, тем не менее, подставить Kw = 1 в
последнюю пару, получится τVDE = −τw < 0. В то же время формула (4.47)
подтверждает способность стенки круглого сечения обеспечивать частичную
стабилизацию VDE, превращая последнее в относительно медленную моду с
τVDE/τw = O(1), что показано на Рис. 19 для нескольких значений b/bw. По-
лученные результаты справедливы в области b > bcr с критическим значением
малого радиуса плазмы, определённым (4.48).

Насколько нам известно, приведённая здесь аналитика служит первой де-
монстрацией ограничений, связанных с геометрическим условием (4.7), приме-
нявшимся в [73] и [55, 75, 76, 78]. Показано его сильное влияние на величину
τVDE, что особенно заметно в пределе Kw → 1. Чтобы выяснить величину
ошибки, вносимую связью (4.7) в оценки (4.1) и (4.2) при Kw > 1, необхо-
дим дополнительный анализ с некруглой стенкой. Применявшийся здесь метод
функции Грина позволил рассмотреть стенку с круглым сечением как пример
простейшей геометрии, не конфокальной эллиптической границе плазмы. Од-
нако выражение (4.34), предшествующее итоговому результату (4.47), подходит
для камеры произвольной геометрии, поэтому используемая нами техника мо-
жет быть обобщена для оценки τVDE в случае стенки вытянутой формы, см.
пример вычислений в Приложении.
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В диссертации разработана аналитическая модель равновесия тороидаль-
ной плазмы токамака с эллиптическим сечением. Математическим выражением
модели являются найденные в главе 1 распределения полоидального магнитно-
го потока в вакуумном промежутке «плазма-стенка» (1.65) и (1.73). Эти форму-
лы обобщают результаты классической теории равновесия [82–85], создававшей-
ся ещё В. Д. Шафрановым [82] для «круглой плазмы», на случай характерной
для современных токамаков конфигурации с вытянутой границей плазменного
шнура. Включение вытянутости плазмы Kb > 1 в построения теории равно-
весия расширяет недавно представленный подход В. Д. Пустовитова [119, 120],
позволивший описать тороидальное смещение плазмы при CQ, к анализу собы-
тий с её вертикальным смещением (VDE). Актуальность этой задачи обуслов-
лена тем, что VDE представляют собой одну из наиболее серьёзных проблем
магнитного удержания плазмы из-за тесной связи со срывами [6,7]. Выражения
(1.65) и (1.73) также могут быть полезны при выделении вкладов от тока плаз-
мы и внешних токов в задачах магнитной диагностики, например, на токамаке
Т-15МД, или будущих ИТЭР и ТРТ, на которых планируются эксперименты с
сильно вытянутой плазмой.

Представленные в главе 1 результаты дают аналитическое описание необ-
ходимых для равновесия плазмы магнитных полей с учётом сразу нескольких
эффектов: тороидальности плазменного шнура, вытянутости его сечения, неод-
нородности распределения тока внутри и электромагнитной реакции вакуумной
камеры. Эти четыре элемента, ключевые в экспериментах на токамаках, ранее
рассматривались лишь по отдельности [39,68,69,82–85,97,119,120]. Теперь они
включены в общую модель, которая становится значительным шагом вперёд
по сранению с традиционными для аналитической теории подходами с заме-
ной плазмы жестким кольцом с током [39, 67–70] или бесконечным цилиндром
эллиптического сечения с однородным током [55,74–77,85,97–101].

В задачах, где по тем или иным причинам можно пренебречь влияни-
ем тороидальности системы, удобными оказываются упрощённые выражения
(2.98) и (2.99). Они получаются путём исключения тороидальных поправок из
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(1.65), (1.73) и в сумме дают полный полоидальный поток (2.100) вне плазмы.
Это равенство похоже на известное цилиндрическое решение Р. Гаевского (2.24),
успешно применявшееся во многих задачах [55, 74–77, 85, 97–101], но отличает-
ся от него двумя новыми элементами. Во-первых, равенство (2.100) содержит
дополнительное слагаемое с величиной db, определённой (1.25) и учитывающей
неоднородное распределение тока в плазме. Вместе с вириальными соотноше-
ниями [136,163], связывающими db с интегральными параметрами разряда, та-
кими как внутренняя индуктивность ℓi и полоидальная βp, решение (2.100) поз-
воляет расширить полученные в [55, 74–77, 85, 97–101] результаты на сценарии
с jζ ̸= const.

Вторым отличием (2.100) от (2.24) является точно определённая констан-
та интегрирования ψb. Приведённая в главе 2 аналитика показывает, что её
знание является минимальным дополнением к стандартным построениям тео-
рии равновесия, необходимым для покрытия сценариев с dJ/dt ̸= 0, например,
срыва тока. Дело в том, что характерные времена крупномасштабных процес-
сов в токамаке определяются скоростью затухания наведённых токов в ваку-
умной камере (т.е. резистивным временем стенки τw) [109,153], поэтому учёт её
динамической реакции обязателен в задачах эволюции равновесия. При этом
константа ψb даёт конечный вклад в амплитуду наведённых токов (2.6), чем и
объясняется потребность в точном вычислении ψb. В нашей работе её величина
даётся формулой (2.84) и линейно выражается через ток плазмы J и полный
ток в стенке Jw. Последний также зависит от J согласно уравнению (2.91), в
связи с чем пренебрежение константой ψb или её замена некоторым удобным
значением, как в [55, 74–77, 85, 97–101], в динамических задачах недопустимы.
Таким образом, решения (2.100) в сочетании с равенством (2.84) достаточно для
вычисления токов в резистивной стенке и замыкания задачи эволюции равно-
весия плазмы с учётом реакции вакуумной камеры.

Для вывода уравнения вертикального движения плазменного шнура при
CQ, наподобие (110) в [120], выражение (2.100) с (2.84) нужно подставить в
(2.86) и вычислить по формулам (2.73)-(2.77) полоидальный поток ψw, созда-
ваемый токами индукции в стенке (2.70). Выражая затем этот поток через раз-
ность полного внешнего ψext и слагаемого ψec от полоидальных катушек, токи в
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4. Заключение

которых считаются заданными, можно получить дифференциальное уравнение,
связывающее изменения вертикального смещения плазмы ξ(t) и её тока J(t).
Наряду с выражением для константы интегрирования (2.84) и связью (2.86)
формулы (2.73)-(2.77) представляют главный результат главы 2. В сочетании
с равенством (2.100) они представляют аналитическую модель равновесия вы-
тянутой плазмы, пригодную для использования в различных динамических за-
дачах, таких как моделирование эволюции положения плазменного шнура и
оценка инкрементов «горячего» и «холодного» VDE.

Следует заметить, что в главе 2 поток ψw фактически вычисляется для
частного случая, когда полный внешний поток ψext содержит всего три гармони-
ки: нулевую (симметричную), первую (дипольную) и вторую (квадрупольную),
см. (1.73). Поэтому в разложении тока (2.70), предшествующему (2.73), было
также удержано только три слагаемых. Чтобы строго обосновать данное упро-
щение, в главе 3 приведено общее решение задачи нахождения токов индукции
в стенке при произвольном внешнем возмущении. Для этого в предположении
об аксиальной симметрии произведена редукция уравнений Максвелла и закона
Ома в стенке к интегральному уравнению (3.6), описывающему динамику торо-
идальных токов. Его решение получено в виде обобщённого ряда Фурье (3.29) по
системе собственных мод резистивной стенки, представляющих базисные функ-
ции на контуре её полоидального сечения. Явная пространственная структура
мод (3.48)-(3.52) найдена аналитически для стенки с эллиптическим сечением с
помощью стандартных методов теории интегральных уравнений. Также были
вычислены времена затухания собственных мод (2.92) и (3.53), предсказываю-
щие быстрое затухание высших (коротковолновых) мод тока. Этот результат,
впервые предсказанный с помощью численного моделирования [111], подтвер-
жден здесь аналитически из первых принципов. Показано почти полное согла-
сие аналитики с точными численными расчётами.

Возможность описания тока в стенке с помощью всего нескольких гармо-
ник полоидального угла позволяет минимизировать число элементов, необхо-
димых для моделирования наводимого в стенке тока при заданном магнитном
возмущении в системе, и имеет большую практическую ценность для приложе-
ний в аналитической теории равновесия и оценках сил на стенку при срыве. В
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частности, формула (3.29) с найденными (3.48)-(3.53) и заданным магнитным
возмущением ∂ψs/∂t позволяет сразу вычислить наведённый ток в резистив-
ной стенке. Такие расчёты необходимы при вычислении действующих на неё
сил [128], и представляют интерес для задачи выделения вклада токов в стенке
в сигнал, измеряемый магнитными зондами.

Свойство быстрого затухания старших мод наведённого тока в вакуум-
ной камере впоследствии используется в главе 4 при вычислении характерного
времени τVDE, за которое развивается «горячее» VDE в токамаке с резистив-
ной стенкой. Здесь эта задача решена в наиболее реалистической постановке,
когда форма стенки не зависит от геометрии плазмы. С помощью развитой в
диссертации техники вычисления интегралов с тороидальной функцией Гри-
на (1.18) по контуру удалось найти τVDE без ранее неотъемлемого в теории
VDE [55, 73, 75, 76, 78, 92] предположения о конфокальности эллиптических се-
чений плазмы и стенки. Как показал анализ в главе 4, это условие, формули-
руемое математически в виде связи (4.7), серьёзно ограничивает область при-
менимости известных аналитических оценок времени VDE [55,73, 75, 76, 78, 92],
см. формулы (4.1) и (4.2).

Новая формула (4.47), полученная для случая вытянутой плазмы и круг-
лой вакуумной камеры, демонстрирует величину неточности в предсказаниях
τVDE с условием (4.7). Достаточно отметить, что при малой вытянутости ваку-
умной камеры известные оценки (4.1) и (4.2) предсказывают переход к быстрой
(идеальной) МГД-неустойчивости. Наш результат в том же пределе даёт мед-
ленную неустойчивость с τVDE ∼ τw в достаточно широком диапазоне вытяну-
тости плазмы Kb и относительной ширины вакуумного промежутка b/bw, что
хорошо согласуется с экспериментом. Таким образом, представленный в гла-
ве 4 анализ доказывает необходимость оценки τVDE без использования модели
«конфокальной» стенки и даёт для этого всю необходимую базу. Рассмотрение
вытянутой «неконфокальной» стенки представляет собой следующий шаг в со-
здании более точной аналитической теории VDE, а разрешение возникающих
на этом пути математических трудностей описано в Приложении.

118



Благодарности

Автор выражает самую глубокую благодарность своему научному руко-
водителю, В. Д. Пустовитову, за многолетнее наставничество, постановку задач
и помощь в совершенствовании методов их решения, критику и ценные заме-
чания, за переданный опыт и, конечно, неоценимый труд учителя. Я также
благодарю А. Портоне за численные расчёты собственных мод тока в стенке
вакуумной камеры, послужившие основой для сравнения с аналитическими ре-
зультатами главы 3, и плодотворные дискуссии на встречах группы ITPA по
МГД, управлению и срывам.

Автор крайне признателен А. В. Мельникову, заведующему Кафедрой
физики и химии плазмы МФТИ, за всестороннюю помощь и огромное внима-
ние, уделённое диссертации, Д. Ю. Сычугову, А. А. Степаненко, В. В. Солохе
и Ю. В. Капустину за полезные замечания, а также А. Н. Чудновскому и С.
В. Коновалову за поддержку и возможность работать в коллективе учёных,
вносящих заметный вклад в теоретическую физику плазмы и проблему управ-
ляемого термоядерного синтеза. Мне приятно упомянуть здесь своих коллег Г.
А. Саранчу, А. А. Кожурина и М. Е. Суховицкую за интересные дискуссии и
неформальную часть научной жизни.

Эту работу я бы хотел посвятить своей семье и друзьям, в особенности
своей маме, Чукашевой Марианне Милгереевне. Её поддержка и любовь со-
провождают меня на протяжении всей жизни и были моей опорой на каждом
этапе: от сдачи выпускных экзаменов и поступления в МФТИ до подготовки
кандидатской диссертации. Эта забота навсегда останется в каждом уравнении,
написанном здесь. Я многим обязан своей жене Камилле Чукашевой, которая
всегда была и остаётся рядом, и благодарю её за неустанную поддержку, веру в
успех моих научных исследований и красавицу-дочку Агнию. Наконец, я хочу
сказать спасибо своему отчиму С. С. Ухандееву, который стал мне практиче-
ски отцом и сильно помогал на моём пути, и своей бабушке Н. С. Айдулиной
за счастливое детство и лучшие в мире блинчики.

119



Приложение. Вычисление τVDE с учётом вытянутости

стенки

Если стенка вакуумной камеры является тором с эллиптическим сече-
нием, то при вычислении интеграла в (4.34) удобно использовать координаты
(ν, ϑ), подобные (µ, θ), но с заменой cb на

cw = bw

√
K2

w − 1. (П.1)

По аналогии с (2.15), (2.16) они задаются равенствами

x = cw sh ν cosϑ, z = cw ch ν sinϑ, (П.2)

а поверхность стенки ν = νw. Здесь cw считается независимым от cb, что суще-
ственно расширяет область рассмотрения по сравнению с традиционным подхо-
дом с конфокальными эллипсами Sw и Spl, т.е. при cw = cb [55,71–73,75,76,78,92].
Элемент длины такого контура в (4.34) выражается через угол на стенке ϑ = ϑw

как

dℓw ≃ bw

√
K2 + 1

2

(
1 +

ϵw
2
cos 2ϑw

)
dϑw, (П.3)

где

ϵw ≡ 1

ch 2νw
=
K2

w − 1

K2
w + 1

. (П.4)

В диапазоне 1 ≤ Kw ≤ 2 этот параметр меняется от 0 до 0.6. Поэтому мы
преобразуем точное выражение для dℓw к виду (П.3) по формуле

√
1 + x ≃

1 + x/2, что при x = 0.6 соответствует замене 1.26 на 1.3.
Следуя алгоритму в разделе 4.4, аппроксимируем функцию Грина в (4.34)

как G ≃ G0, но теперь воспользуемся разложением (1.59) в эллиптических
координатах (П.2). Подстановка в (4.34) с интегрирование с учётом (П.3) дают

cb
Rpl

∮
w

G sh(2µb − µw) sin θw
dℓw
bw

=

[
e−2µb

γτw
+

√
K2

w + 1

2
e−νw

∞∑
k=1

Ckfk(ν, ϑ)

]
z

(П.5)
с величиной

γ =
eνw−2µb

τw

√
2

K2
w + 1

[
A1 +

ϵw
4
(A3 − A1)

]−1
. (П.6)
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Как показано ниже, это и есть инкремент VDE. Здесь

Am ≡ cb
πcw

2π∫
0

sh(2µb − µw) sin θw sinmϑwdϑw (П.7)

— коэффициенты Фурье, связанные с Ck в (П.5) выражением

Ck ≡
e−2kνw

2k + 1

[
A2k+1 +

ϵw
4
(A2k−1 + A2k+3)

]
, (П.8)

а

fk(ν, ϑ) ≡
ch(2k + 1)ν

ch ν

(
1 + 2

k∑
n=1

cos 2nϑ

)
. (П.9)

Отметим, что в (П.5) и (П.7) зависимость переменных (µw, θw) от угла ϑw опре-
деляется связью координат (2.15), (2.16) и (П.2).

При выводе (П.5) мы пользовались тем, что подынтегральная функция в
(3.31) является нечетной функцией угла ϑw, так как в нашей задаче при ξ = 0

конфигурация «плазма-стенка» симметрична относительно плоскости z = 0.
Это даёт Am ̸= 0 только для нечётных m = 2k − 1, что получается прямым
вычислением коэффициентов Фурье. Применение стандартного представления
sh(α + β) и связи систем координат (2.15), (2.16) и (П.2) превращает (П.7) в

Am = sh 2µb ch νwδ1m − ch 2µb
cb
πcw

2π∫
0

shµw sin θw sinmϑwdϑw, (П.10)

где δ1m означает дельту Кронекера. При cw = cb, соответствующем условию
конфокальности (3), переменные θw и ϑw совмещаются и Am = δ1m sh(2µb−µw).
В общем случае с cw ̸= cb коэффициенты Am не равны нулю и при m > 1.

Преобразуем подынтегральное выражение с помощью

shµw sin θw =
1

i
(chωw − chµw cos θw), (П.11)

где ωw = µw+ iθw. Второе слагаемое здесь является четной функцией ϑw и даёт
нулевой вклад в интеграл, который превращается в

cb
πcw

2π∫
0

shµw sin θw sinmϑwdϑw =
i
2
(e−mηwI+m − emηwI−m). (П.12)
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В комплекснозначных коэффициентах

I±m =
1

πcm+1
w

∮
w

√
c2b + s2w
c2w + s2w

(√
c2w + s2w ± sw

)m

dsw (П.13)

интегрирование производится против часовой стрелки по эллиптическому кон-
туру Sw в комплексной плоскости, а sw = xw+izw. При получении (П.12) мы вос-
пользовались равенствами sinmϑw = (eimϑw−e−imϑw)/2i и dϑw = −idsw/

√
c2w + s2w.

Интеграл в (П.13) определён для регулярной ветви квадратного корня,
которая существует во внешней области контура Sw, так как все точки ветв-
ления sw = {±cb,±cw} находятся внутри Sw. Раскладывая скобку в (П.13) в
бином Ньютона, получаем

I±m = −2πi
m∑
n=0

(±1)n

(
m

n

)
Res
∞

Φmn(sw), (П.14)

где
(
m
n

)
— биномиальные коэффициенты, а

Φmn(sw) =
1

πcm+1
w

(c2b + s2w)
1
2 (c2w + s2w)

m−n−1
2 snw (П.15)

— главная ветвь подынтегральной функции. Её вычет равен коэффициенту ря-
да Лорана при s−1

w в окрестности sw = ∞ и имеет ненулевое значение при
m = 2k − 1 ∀k ≥ 1. Поэтому Res

∞
Φ2k n = 0, а

Res
∞

Φ2k−1n = −1

π

k∑
l=0

(
1/2

l

)(
k − 1− n/2

k − l

)(
cb
cw

)2l

. (П.16)

Таким образом, интегралы (П.13), а значит, и (П.12) не равны нулю только
для нечётныхm. При этом I2k−1 = iδ1k, что следует из теоремы Коши о вычетах.
Подстановка (П.16) в (П.12) и (П.10) даёт значения коэффициентов Am. В целях
краткости записи мы выделяем выражение для главного коэффициента (m = 1)

A1 = sh(2µb − νw) +

(
c2b
c2w

− 1

)
e−νw ch 2µb, (П.17)

и общую формулу для старших коэффициентов

Am = ch 2µb e
−mνw

m∑
n=0

(
m

n

) m+1
2∑

l=0

(
1/2

l

)(
m−n−1

2
m+1
2 − l

)(
cb
cw

)2l

(П.18)
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с m = 2k + 1, где k ≥ 1. Последнее предписывает экспоненциальный характер
убывания коэффициентов Фурье с увеличением номера m.

Из этих выражений следует, что по отношению к первому коэффици-
енту старшие убывают экспоненциально как A2k+1/A1 ∼ e−(2k+1)νw , где νw =

arcthKw. Величина νw равна 0.55 при Kw = 2 и 0.8 при Kw = 1.5, и νw → ∞
при Kw → 1. Заметим, что в этом пределе слагаемые Ckfk в (П.5) стремятся к
конечным выражениям, убывающим с k степенным образом, см. (4.42), а ряд
(П.5) сходится к функции (4.40). Здесь для нас существенно лишь то, что для
вакуумной камеры с Kw ≤ 2 амплитуды Ck ∼ e−(4k+1)νw/(2k + 1) в (П.5) дают
поправку к основному слагаемому с γτw менее чем 2.1% при k = 1 и 0.1% при
k = 2, а вклад ϵwA3/4 в (П.6) составляет 2.8% по сравнению с A1. Поэтому в
(П.6) можно ограничиться только слагаемыми с A1, а в правой части (П.5) в
силу сходимости ряда достаточно сохранить первый член.

В приведенных оценках мы полагали γτw ≤ O(1), что согласуется со сде-
ланными ранее пренебрежениями инерцией плазмы в (2) и скин-эффектом в
(4.10), при которых была получена формула (4.34). Окончательно подстановка
(П.5) превращает (4.34) в

τVDE = γ−1 = τ−1

(
1− ϵw

4

) [Kb + 1

Kb − 1

K2
b + 1

K2
w +Kw

b2

b2w
− 1

]
, (П.19)

где

τ−1 = τw

√
K2

w + 1

2

Kw

Kw + 1
(П.20)

— время затухания (3.53) дипольной моды токов индукции в вытянутой рези-
стивной стенке, а величина ϵw определена равенством (П.4). Множитель (1 −
0.25ϵw) в (П.19) слабо зависит от Kw и меняется от 1 при Kw = 1 до 0.85

при Kw = 2. Результат (П.19) представляет собой обобщение оценки (4.47) на
случай неконфокальной стенки вытянутого сечения.
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